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1 Einleitung

Ziel einer Visualisierung von Daten ist die korrekte Beschreibung bzw. Wiedergabe
der für die jeweilige Untersuchung relevanten Information aus den Daten. So
entscheidet neben der Güte der Informationsextraktion auch die Art der Abbildung
dieser Information über die Möglichkeit, korrekte Aussagen über die dargestellten
Daten zu treffen. Die Technik zur bildhaften Beschreibung einer oder mehrerer
Eigenschaften von Daten ist also dem jeweiligen Visualisierungsziel und Charakter
der zu zeigenden Information anzupassen.

In der Medizin werden Daten zur Beschreibung von Eigenschaften körperinnerer
Strukturen erzeugt. Unter anderem ist mit Hilfe von CT-Aufnahmen die Rekon-
struktion von Oberflächen dieser Strukturen möglich. Die lokale Krümmungsinfor-
mation kann bei derAnalyse dieser Daten in vielen Bereichen hilfreich sein. So ist
das Ziel einer Visualisierung dieser Oberflächendaten die Untersuchung von Grö-
ße und Form sowie Lokalisierung und räumliche Anordnung der erfassten Objekte.
Bei der Darstellung der Oberflächen von anatomischen Strukturen kann zwischen
einem realistischen und illustrativen Stil unterschieden werden. Bei dem Versuch,
die Daten möglichst realistisch zu präsentieren, gilt es, ein möglichst detailgenaues,
d.h. natürliches Abbild der jeweiligen Eigenschaften dieser Strukturen zu erzeugen.
Die Visualisierung dieser Daten ist aber auch durch die Anwendung illustrativer
Abbildungstechniken möglich. So hat sich bei der Abbildung von Organen in me-
dizinischen Atlanten deren Beschreibung durch illustrative Darstellungstechniken
bewährt. Diese Abbildungen sind unter anderem gekennzeichnet durch nichtrealis-
tische Einfärbungen der Organe sowie Oberflächenbeschreibungen durch Liniengra-
fiken. Das Ziel einer automatisierten Generierung solcher illustrativer Darstellungen
anhand von realen medizinischen Daten ist es, ähnlich expressive und effiziente Ab-
bildungen von körperinneren Strukturen zu erzeugen. Zur Umsetzung illustrativer
Darstellungstechniken für diskrete Oberflächenbeschreibungen ist unter anderem
die Approximation von Krümmungsinformation auf diesen Modellen erforderlich
[Strothotte und Schlechtweg, 2002; Rössl et al., 2000b; Hertzmann und
Zorin, 2000].

Die Verwendung von Krümmungsgrößen kann aber auch zur Datenanalyse ein-
gesetzt werden. Anhand von Krümmungsgrößen ist dann die Klassifikation von
Oberflächen bzw. einzelnen Oberflächenbereichen bzgl. geometrischer Eigenschaf-
ten möglich. Diese Information ermöglicht ebenfalls die Anwendung von Verfahren
zur anisotropen Glättung, d.h. Erhaltung krümmungsabhängiger Oberflächeneigen-
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2 1 Einleitung

schaften bzw. den Einsatz von Methoden zur Identifikation verrauschter Oberflä-
chenbereiche.

Die Approximation von Krümmungsinformation ist weiterhin auch zur Datenrekon-
struktion bzw. Modellierung, d.h. zur Erzeugung von Oberflächen mit bestimmten
Krümmungseigenschaften anwendbar [Xu, 2004; Welch und Witkin, 1994].

Ziel der Arbeit ist es, ein Konzept vorzustellen, um die existierenden Verfahren
(z.B. [Taubin, 1995; Page et al., 2002; Goldfeather, 2001; Barr et al., 2002;
Kindlmann, 2003]) zur Approximation von Krümmungsinformation auf den gege-
benen realen medizinischen Daten zu testen und zu vergleichen. Eine Motivation
für eine solche Analyse verschiedener Methoden ist deren Einfluss auf das Ergebnis
krümmungsabhängiger illustrativer Darstellungsstile. So soll anhand des vorgestell-
ten Konzepts entscheidbar sein, ob und durch welche Approximationsmethoden
etablierte illustrative Darstellungstechniken, zur Erzeugung expressiver und effek-
tiver Darstellungen ähnlich den Abbildungen in medizinischen Atlanten möglich
sind. Hierzu gehört auch die Empfehlung geeigneter Verfahren zur Krümmungsap-
proximation auf Oberflächenmodellen für bestimmte anatomische Strukturen.

Im 2.Kapitel der Arbeit werden die theoretischen Grundlagen der Krümmungs-
berechnungen auf differenzierbaren Geometrien kurz vorgestellt. Hierbei wird zwi-
schen einer Berechnung von Krümmungsinformation auf parametrisierten und im-
pliziten Oberflächenbeschreibungen unterschieden. Dieser Überblick der theoreti-
schen Grundlagen der Krümmungsberechnung wird dann zur Beschreibung einiger
bestehender Verfahren zur Krümmungsapproximation auf diskreten Oberflächen-
modellen und innerhalb von Volumendaten genutzt. Danach werden mögliche Da-
ten zur Oberflächenbeschreibung charakterisiert. Anschließend erfolgt eine Angabe
einer Reihe von Anwendungsgebieten ermittelter Krümmungsinformation, wobei
genauer auf illustrative Techniken eingegangen wird.

Im 3. Kapitel erfolgt die Untersuchung der charakteristischer Eigenschaften, die bei
der Ermittlung von Krümmungsinformation auf nicht analytischen Geometrien zu
beachten sind. Hierbei werden unterschiedliche Größen und Masstäbe vorgestellt,
die zur Bewertung einer gegebenen Krümmungsinformation eingesetzt werden
können. Dieser Teil der Arbeit endet mit der Angabe eines Konzepts. Anhand
dieses Entwurfs können die zu bestimmenden Daten bei der Krümmungsberechnung
klassifiziert werden. Weiterhin ist hierdurch auch die Charakterisierung von
Eigenschaften möglich, d.h. es ist entscheidbar, auf welche Daten sich die zu
untersuchende Eigenschaft bezieht.

Im 4. Kapitel der Arbeit werden die eingesetzten Werkzeuge und entwickelter Struk-
turen, zur Berechnung und Analyse von Krümmungsinformation, vorgestellt. Die-
ser Teil der Arbeit enthält Informationen über die genutzte Entwicklungsumgebung
und die eingebundenen Bibliotheken. So sind die zu entwickelnden Schnittstellen
für die umzusetzenden Verfahren anhand der Entwicklungsumgebung charakteri-
sierbar. Für die eingesetzten bzw. eingebunden Bibliotheken wird näher auf die ge-
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nutzte Funktionalität eingegangen. Danach werden die entwickelten Schnittstellen
und deren Funktionsumfang vorgestellt. Abschließend erfolgt eine Übersicht über
die implementierte Klassenstruktur.

Das 5. Kapitel dient zur Darstellung, der jetzt vorhandenen Möglichkeiten, eine
Beurteilung von Krümmungsinformation durchführen zu können. Weiterhin enthält
dieser Abschnitt noch Ergebnisse bereits durchgeführter Untersuchungen. Aufgrund
dieser Untersuchungen werden dann Empfehlungen für zu verwendende Verfahren
gegeben.

Abschließend werden die Ergebnisse nochmals zusammengefasst und ein Ausblick
auf mögliche Erweiterungen der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden der
Krümmungsapproximation und -analyse gegeben.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel wird ein ein Überblick über die Möglichkeiten gegeben,
Krümmungsgrößen zu berechnen und anzuwenden.

Im ersten Abschnitt geht es um die formale Herleitung des Krümmungsbegriffs als
differentielle mathematische Größe auf ableitbaren gekrümmten Flächen, d.h. auf
kontinuierlichen Modellen. Ziel dieser Herleitung ist es, einerseits die notwendigen
Größen zur Krümmungsberechnung einzuführen, aber auch die unterschiedlichen
berechenbaren Krümmungsinformation vorzustellen und geometrisch zu deuten.

Bei der Beschreibung der Berechnungsmethoden erfolgt eine Trennung in Verfahren
zur Krümmungsbestimmung auf kontinuierlichen Oberflächen und in Techniken für
Oberflächen aus kontinuierlichen impliziten Funktionen. Eine solche Unterscheidung
ist sinnvoll, da Techniken für kontinuierliche bzw. differenzierbare Oberflächen die
theoretische Grundlage für Verfahren zur Krümmungsapproximation auf diskreten
Oberflächenmodelle bilden. Basis für Verfahren zur Krümmungsbestimmung
innerhalb von Volumendaten hingegen ist die Krümmungstheorie für implizite
Funktionen.

Eine genauere Charakterisierung der auftretenden Daten, d.h. Datenursprung bzw.
Generierung, sowie die auftretenden Gittertypen, ist Inhalt des folgenden Ab-
schnitts. Anschließend wird ein Überblick über Verfahren zur Krümmungsappro-
ximation auf Oberflächenmodellen und in Volumendaten gegeben.

Im letzten Abschnitt werden krümmungsbasierte Analyse bzw. Darstellungsver-
fahren vorgestellt. Da krümmungsbasierte Visualisierungstechniken vorwiegend im
Bereich der nicht-photorealistischen Darstellung (NPR) eingesetzt werden, soll in
diesem Abschnitt auch noch eine Motivation für den Einsatz illustrativer Darstel-
lungsmethoden gegeben werden.

2.1 Mathematik - Krümmungsberechnung

Krümmungswerte dienen zur Beschreibung des lokalen Verhaltens eines geometri-
schen Objektes in der Umgebung eines Punktes P . So ermöglicht die Krümmungs-
berechnung quantitative Aussage über den geraden bzw. ebenen Velauf von Kurven
C bzw. Flächen F an einem Punkt P [Schoene, 1975]. Diese beiden Geometriety-
pen sollen folgendermaßen gegeben sein:

5



6 2 Grundlagen

• C: Abbildung eines eindimensionalen Intervalls auf eine Menge von Punkten,
nach Bogenlänge parametrisiert, d.h. |Ċ| = 1

• F : Abbildung eines zweidimensionalen Intervalls auf eine Menge von Punkten

Krümmungsberechnungen setzen orientierbare Geometrien voraus, d.h. für die ent-
sprechende Geometrie ist die Angabe eines differenzierbaren Einheitsnormalenvek-
torfeldes N(P ) notwendig. Durch N(P ) ist jedem Punkt P einer Kurve C bzw.
Fläche F genau ein normierter Normalenvektor zugeordnet. Im Fall einer Kurve
entspricht diese Normale der Hauptnormale Nh = Ċ × (Ċ × C̈) [Schoene, 1975].
Bei Flächen hingegen ist die Normalenrichtung in P durch die Orthogonalität zu
den Tangentenrichtungen aller Flächenkurven im Punkt P gegeben. Die Tangen-
tenrichtungen liegen in der Tangentialebene bzw. im Tangentialraum TP .

Die Krümmungsberechnung für Flächen am Punkt P liefert Aussagen bzgl. der
Krümmung von Flächenkurven in P . Aus diesem Grund werden Krümmungsgrößen
zuerst genauer für Kurven und anschließend für Flächen vorgestellt. Für eine
Kurve C ist die Krümmung κ an der Stelle P ein Maß für die Änderung der
Tangentenrichtung Ċ entlang von Nh, d.h. C̈ = κNh.

�>0

� <<0

� >>0

�=0

�<0

(a) Krümmung

M

r

P

N

(b) Krümmungskreis

Abbildung 2.1: Krümmung entlang einer Kurve und Krümmungskreis

Weiterhin ist durch die Berechnung von κ die eindeutige Beschreibung eines
Krümmungskreises möglich der die Kurve C in P berührt. Dieser Kreis mit Radius
r und Mittelpunkt M ist gegeben durch:

r =
1

κ
(2.1)

M = P + rNh (2.2)

Die Ebene, die den Krümmungskreis enthält, entspricht der Schmiegeebene
aufgespannt durch Nh und Ċ. Im Gegensatz zur Beschreibung des lokalen
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T

P

N(P)

C

C

B
C

P

Abbildung 2.2: geometrische Deutung von Normalenkrümmung κN und geodätischer Krüm-

mung κG einer Flächenkurve C im Punkt P , es gilt κ2 =
∣∣∣C̈∣∣∣2 = κ2

N + κ2
G bzw.

C̈ = κNN(P ) + κGB wobei B = Ċ × N(P )

Verhaltens von Kurven durch eine Krümmungsgröße kann das lokale Verhalten
von Flächen durch mehrere unterschiedliche Krümmungsgrößen charakterisiert
werden. In der Differentialgeometrie für Flächen sind folgende Krümmungsgrößen
relevant:

• mittlere Krümmung: H

• Gauß’sche Krümmung: K

• Hauptkrümmungen: κ1, κ2

• Hauptkrümmungsrichtungen: tκ1
, tκ1

In welcher Form diese Größen für implizite Funktionen und parametrisierte Ober-
flächen berechnet werden können, wird in den Abschnitten(2.1.1) bzw. (2.1.2) be-
schrieben. Die Bestimmung dieser Krümmungswerte erlaubt unter anderem quan-
titative Aussagen zum Flächenverlauf bzgl. der Tangentialebene TP . Weiterhin ist
eine Klassifizierung von Punktumgebungen bzgl. der auftretenden Krümmungsei-
genschaften in die folgenden Kategorien hyperbolisch, parabolisch und elliptisch,
möglich. Elliptische Umgebungen lassen sich weiterhin noch in kugelige und ebene
Bereiche unterscheiden. Zur Bestimmung der relevanten Krümmungsgrößen (2.1)
für eine Flächenpunkt P ist die Untersuchung des Krümmungsverhaltens von Flä-
chenkurven an P notwendig. Die Krümmung κ einer Flächenkurve ist durch zwei flä-
chenabhängige Krümmungsgrößen, die Normalenkrümmung κN und die geodätische
Krümmung κG, beschreibbar (Abb. 2.2). Die Normalenkrümmung κN entspricht
somit einerseits der Tangentenänderung der Flächenkurve entlang der Flächennor-
male. Andererseits ist durch κN ebenfalls die Änderung des Einheitsnormalenvek-
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torfeldes in die entsprechende Tangentenrichtung gegeben. Mit Hilfe der Weingar-
tenabbildung W ist die Berechnung der Normalenkrümmung an einem Punkt P
in eine Tangentenrichtung t möglich. Für eine orthonormale Basis von TP hat die
Weingartenabbildung W die Form einer symmetrischen 2×2 Matrix [do Carmo,
1994]. Durch die Beschreibung der Tangentenrichtung t bzgl. dieser Basis durch t
ist die zugehörige Normalenkrümmung κN folgendermaßen berechenbar:

κn = t
T
Wt (2.3)

Aus der quadratischen Form von (2.3) folgt die Existenz von höchstens zwei Ex-
tremalstellen. Die Extremwerte einer Gleichung in quadratischer Form entsprechen
den Eigenwerten. Weiterhin treten diese Extremwerte entlang der zugehörigen Ei-
genvektoren auf. Die beiden maximalen Normalkrümmungen und zugehörigen Tan-
gentenrichtungen entsprechen somit den Eigenwerten bzw. orthogonalen Eigenvek-
toren von W . Diese Größen werden als Hauptkrümmungen (κ1, κ2) bzw. Haupt-
krümmungsrichtungen (tκ1

, tκ1
) bezeichnet. Entlang von tκ1

und tκ2
treten also die

maximalen Normalenkrümmung sowie die maximalen Änderungen im Einheitsnor-
malenvektorfeldes κ1 und κ2 auf. Im entarteten Fall existieren keine zwei unter-
schiedlichen Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von W , d.h. alle Tangentenrichtungen
t sind Hauptkrümmungsrichtungen. Hierdurch sind ebene und kugelige Bereich ge-
kennzeichnet. Mittlere H und Gauß’sche Krümmung K sind ebenfalls entweder
direkt durch die Elemente von W oder anhand der Hauptkrümmungen bestimm-
bar:

H = spur(W ) =
1

2
(κ1 + κ2) (2.4)

K = det(W ) = κ1κ2 (2.5)

Anhand der Gauß’schen Krümmung lässt sich das lokale Verhalten der Fläche im
Punkt P - wie in Abb. 2.3 gezeigt - charakterisieren: Neben der Berechnung von
H und K durch (2.5) ist auch deren direkte Bestimmung für einen Punkt möglich.
Hierzu ist die Beschreibung eines Umgebungsbereichs B von einem Flächenpunkt
durch einen Radius r notwendig. Die Umgebungsbeschreibung durch einen maximal
zulässigen Abstand r erfolgt bzgl. geodätischer Polarkoordinaten (Abb. 2.5). Durch
eine solche Umgebungsbeschreibung ist dann mit Hilfe des sphärischen Bildes
des Flächenbereichs B eine Bestimmung von K möglich. Das sphärische Bild
liefert die Gaußabbildung (Abb. 2.4), P → N(P ). Durch die Gaußabbildung wird
jedem Flächenpunkt ein Punkt auf der Einheitskugel zugeordnet. Die Koordinaten
dieses Kugelpunktes entsprechen denen der zugehörigen Normale im Punkt auf
der Oberfläche. Durch die Gaußabbildung erfolgt also die Beschreibung einer
Punktumgebung durch den Bereich auf einer Kugeloberfläche. Zur Berechnung
der Gauß’schen Krümmung anhand der Gaußabbildung wird das Verhältnis
zwischen Flächeninhalt A(B) eines Flächenbereichs B und Flächeninhalt AG(B)
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P

(a) elliptischer Punkt

P

(b) hyperbolischer Punkt

P

(c) parabolischer Punkt

Abbildung 2.3: Punktumgebungen: K > 0 elliptischer Punkt, d.h. beide Hauptkrümmungen
besitzen gleiches Vorzeichen, K < 0 hyperbolischer Punkt, d.h. neg. und pos.
Hauptkrümmung, K = 0 parabolischer Punkt mind. eine Hauptkrümmung ist
0

P

P

Abbildung 2.4: Gaußabbildung, Abbildung der Umgebung eines Flächenpunktes auf einen
Bereiche auf einer Kugeloberfläche in Abhängigkeit von der Normalenänderung

des zugehörigen sphärischen Bereichs untersucht. Der Grenzwert dieses Quotienten,
d.h. Verkleinerung des Bereichs B durch Verkleinerung von r, liefert:

K = lim
r→0

AG (B)

A (B)
(2.6)

Die Veränderung des Flächeninhaltes A(B) durch die Verschiebung des Punktes P
kann zur Bestimmung der mittleren Krümmung eingesetzt werden. In [do Carmo,
1994] wird gezeigt, dass für r → 0 die maximale Änderung des Flächeninhaltes
A(B) einer Punktumgebung in Richtung der mittleren Krümmungsnormale Hn
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auftritt. Daraus wird folgender Zusammenhang zwischen Hn und dem Gradienten
der Änderung des Flächeninhalts, ∇A, gegeben:

Hn =lim
r→0

∇A

A
(2.7)

Die Berechnung der Hauptkrümmungen anhand von H und K ist durch

κ1 = H +
√

H2 − K

κ2 = H −√
H2 − K

(2.8)

möglich. Die geodätische Krümmung κG wird ebenfalls zur Charakterisierung von
Flächenkurven eingesetzt. So gilt für eine Flächenkurve mit minimaler Länge, die
P1 und P2 enthält, κG = 0 für den gesamten Kurvenverlauf zwischen P1 und P2. Für
geodätische Linien gilt also: κ = κN . Durch die Beschreibung der Umgebung von
P durch geodätische Polarkoordinaten (Abb. 2.5) ist eine bijektive Abbildung von
Punkten in TP auf Flächenpunkte gegeben. Bei gegebener Basis von TP bezeichnet

�=0

� =constr

�P

Abbildung 2.5: geodätische Polarkoordinaten für Umgebung an P (r, φ) - r geodätische
Abstandskreise, d.h. alle Punkte besitzen gleichen Anstand zu P , φ Winkel
zu Achse einer Basis des Tangentialraumes TP

φ den Winkel einer Tangentenrichtung t zu einem der Basisvektoren von TP .
r entspricht dem Abstand zwischen einem Flächenpunkt in Richtung φ und P .
Die formalen differentialgeometrischen Methoden zur Krümmungsberechnung für
parametrisierte und implizite Geometriebeschreibungen sollen in den folgenden
beiden Abschnitten kurz vorgestellt werden. Für beide Geometriebeschreibungen
werden die Methoden zur Berechnung der Elemente der Weingartenmatrix W
beschrieben. Weiterhin werden die Möglichkeiten die Gauß’sche und mittlere
Krümmung durch (2.6), (2.7) direkt zu bestimmen, für parametrisierte Modelle
beschrieben.
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2.1.1 Parameterdarstellung

Eine parametrisierte Fläche im R
3 entspricht einer Abbildung x : R × R → R3.

Eine solche Geometrie kann wie folgt beschrieben werden:

x (u, v) =

⎛
⎝ x1 (u, v)

x2 (u, v)
x3 (u, v)

⎞
⎠ (2.9)

Die u-Kurven für v = const und v-Kurven für u = const bilden auf der Fläche
ein Kurvennetz. Schneiden sich in jedem Flächenpunkt genau zwei Kurven des
u, v Netzes, ist jedem Flächenpunkt ein Koordinatenpaar (u, v) zugeordnet. Diese
u, v Koordinaten eines Flächenpunktes werden auch als Gauß’sche Koordinaten
bezeichnet. Das zur Fläche gehörende Einheitsnormalenvektorfeld N ist durch die
Gauß’schen Koordinaten, d.h. (u, v), folgendermaßen beschreibbar:

N(u, v) =
xu × xv

|xu × xv| (2.10)

Die Elemente der Weingartenabbildung W lassen sich anhand der Größen der ersten
I (E, F, G) und zweiten II (L, M, N) Fundamentalform [Schoene, 1975] ermitteln.
Diese Größen sind definiert als:

E = xuxu F = xuxv G = xvxv

L = xuuN M = xuvN N = xvvN
(2.11)

Durch diese Werte ist W dann folgendermaßen beschreibbar:

W =
1

EG − F 2

[
MF − LG LF − ME
NF − MG MF − NE

]
(2.12)

Im Fall orthonormaler Tangentialvektoren xu und xv ist die Matrix (2.12)
symmetrisch. Durch die Beschreibung eines Tangentialvektors t bzgl. dieser Basis
durch t = axu + bxv ist die Normalenkrümmung folgendermaßen bestimmbar:

κN = [a, b] W

[
a
b

]
(2.13)

Aus den Fundamentalgrößen (2.11) sind weiterhin auch Eigenschaften der (u, v)
Kurven bzgl. Skalierung und Schnittwinkel, auf der Fläche abbleitbar. So gilt
für ein orthogonales Netz F = 0. Ein Kurvennetz, das eine Fläche entlang
der Hauptkrümmungsrichtungen durchsetzt, ist durch F = 0 und M = 0
gekennzeichnet [Schoene, 1975].

Vorraussetzung zur Bestimmung relevanter Krümmungswerte ist also eine zweimal
ableitbare parametrisierte Flächenbeschreibung, da die zur Krümmungsberechnung
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notwendigen Größen E,F,G, L,M,N partielles Differenzieren 1. und 2. Ordnung
erfordern.

2.1.2 Implizite Funktionen

Eine implizite Funktion ist gegeben durch eine Abbildung F : R3 → R0, d.h.
F (x, y, z) = const. Die Menge der Punkte, die die Gleichung F (x, y, z) = const
erfüllen, bilden eine Niveaufläche im R3. Der Gradient einer solchen Funktion
entspricht:

∇F =

⎛
⎝

∂F
∂x
∂F
∂y
∂F
∂z

⎞
⎠ (2.14)

Durch das Vektorfeld (2.14) ist die Definition einer Orientierung bzw. eines
Einheitsnormalenvektorfeldes N(P ) auf der Niveaufläche gegeben, d.h. N(P ) =
∇F
|∇F |

. Die Änderung des Gradienten ∇F in eine beliebige Richtung v ist durch die
Hessematrix H bestimmbar:

H =

⎛
⎜⎝

∂2F
∂x2

∂2F
∂x∂y

∂2F
∂x∂z

∂2F
∂y∂x

∂2F
∂y2

∂2F
∂y∂z

∂2F
∂z∂x

∂2F
∂z∂y

∂2F
∂z2

⎞
⎟⎠ (2.15)

In [Belyaev et al., 1998] wird auf die Gleichheit von 2 Eigenwerten bzw. 2
Eigenvektoren und Hauptkrümmungen bzw. Hauptkrümmungsrichtungen folgender
Matrix hingewiesen:

−∇N =
1

|∇F |
(
I − NNT

)
H (2.16)

Der dritte Eigenvektor entspricht der Flächennormale, d.h. dem Gradienten ∇F ,
der zugehörige Eigenwert ist Null. Eine weitere Möglichkeit, Krümmungsgrößen für
implizit beschriebene Oberflächen zu berechnen, wird in [Hughes, 2003] vorgestellt.
Hierzu ist die Angabe einer beliebigen orthonormalen Basis (b1, b2) für Vektoren
innerhalb der Tangentialebene notwendig. Die Beschreibung der Tangentialebene
erfolgt durch P und N(P ). Durch die Angabe einer solchen Basis ist dann die
Krümmungsberechnung anhand folgender Matrix möglich:

W =
1

||∇F | |
[

bT
1 H(x, y, z)b1 bT

1 H(x, y, z)b2

bT
2 H(x, y, z)b1 bT

2 H(x, y, z)b2

]
(2.17)

Die Eigenwerte von (2.17) entsprechen den Hauptkrümmungen, die beiden
Eigenvektoren enthalten die Koordinaten der Hauptkrümmungsrichtungen bzgl.
der Basis (b1, b2). In [Hughes, 2003] wird weiterhin gezeigt, dass die Bestimmung
von (2.17), d.h. also die Berechnungen der Normalkrümmungen, auch mit einer
orthogonalen Basis b1, b2 möglich ist. Neben der Bestimmung von Gauß’scher und
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mittlerer Krümmung durch (2.5) existieren auch Verfahren, diese Größen direkt
durch einzelne partielle Ableitungsgrößen von F (x, y, z) zu berechnen [Lohmann,
1998; Hughes, 2003]. Die Vorraussetzung zur Krümmungsbestimmung auf implizit
beschriebenen Oberflächen ist also die Bestimmung partieller Ableitungsgrößen 1.
und 2. Ordnung zur Approximation des Gradienten (2.14) und der Hessematrix
(2.15).

2.2 Eigenschaften von Daten zur

Geometriebeschreibung

Die Beschreibung von realen Phänomenen erfolgt durch eine diskrete Abtastung des
zu untersuchenden Phänomens, d.h. an einzelnen Positionen Pi werden Messungen
durchgeführt. Durch die Zuordnung von Messwerten an Positionen Pi im R

3, d.h.
w(Pi) = wi sind Daten mit räumlichen Bezug gekennzeichnet. Um nun anhand
solcher Abtastwerte das reale Phänomen zu rekonstruieren, d.h. die Möglichkeit
der Bestimmung von Werten an einer beliebigen Stelle innerhalb des abgetasteten
Gebietes, werden unter anderem Gitterstrukturen eingesetzt. Gitterstrukturen bie-
ten die Möglichkeit einer formalen Beschreibung von Zusammenhangsinformationen
zwischen gegebenen Messpunkten. Die Zusammenhangsinformationen für räumli-
che Daten sind i.a. in Form eines ungerichteten Graphen G = V,E, F beschreibbar.
In diesem Fall entspricht

• V = {v0, . . . , vn} einer Menge von Knoten

• E einer Menge von Kanten eij, wobei eij ∈ E, falls vi und vj, d.h. Pi und Pj

benachbart sind

• F einer Menge von Zellen, d.h. eine Unterteilung des gültigen Bereichs von G
in einzelne durch Kanten abgeschlossenen Bereiche die keine weiteren Knoten
und Kanten bzw. Teile von Kanten aus G enthalten

Kennzeichnend für die Beschreibung eines räumlichen Phänomens durch Messpunk-
te mit zugehöriger Gitterstruktur ist also zum einen die tatsächliche Position so-
wie die Angabe einer Umgebungsbeschreibung in Form eines Graphen. Im weiteren
Verlauf wird eine eineindeutige Abbildung von Positionen der gegebenen Messpunk-
te zu Knoten des Graphen vorausgesetzt. Bei der Rekonstruktion von Werten so
strukturierter Daten an einer beliebigen Stelle P innerhalb des Gitters ist zu ent-
scheiden, welche Abtastwerte bei der Berechnung von w(P ) zu beachten sind. Somit
sind Abtastwerte an den Gitterpunkten Pi zusätzlich durch einen Wirkungsbereich
gekennzeichnet. Der Einfluss des Wertes w(Pi) innerhalb dieses Wirkungsbereichs
wird i.a. in Form einer Basisfunktion Bi beschrieben. Die Berechnung von Bi(P ) er-
fordert also die Lokalisation von P innerhalb der Wirkungskreise der Gitterpunkte
Pi und anschließenden Auswertung der jeweiligen Basisfunktion an der entsprechen-
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den Stelle. Dann läßt sich die Rekonstruktion w(P ), durch eine Interpolation, d.h.
w(Pi) = wi, wie folgt beschreiben:

w (P )) =
∑

Bi (P ) Bi(Pj) =

{
wi i = j
0 i �= j

(2.18)

Bei der Bestimmung von Bi(P ) kann zwischen gitterabhängigen und gitterunab-
hängigen Basisfunktionen unterschieden werden, d.h. die Bestimmung erfordert die
Lokalisation von P innerhalb der Gitterstruktur oder erfolgt ohne Beachtung von
Zusammenhangsinformationen.

Die Zusammenhangsinformation von Volumendaten ist i.a. in Form eines 3D
blockstrukturierten Gitters gegeben, d.h. die Gitterzellen sind achsenparallele
rechteckige Quader. Durch w(Pi) sind skalare Werte gegeben, anhand derer eine
Oberflächenbeschreibung rekonstruiert werden kann.

Die Oberflächenbeschreibung im R3 erfolgt durch Dreiecksnetze, d.h. dreieckige
Gitterzellen. Für diese Oberflächendaten gilt w(Pi) = Pi, d.h. die Position ent-
spricht dem zugehörigen Wert an der Stelle Pi. Die Modelle sind das Ergebnis
eines zweistufigen Prozesses: einer Segmentierung und anschließenden Rekonstruk-
tion. Die Segmentierung liefert eine Menge von Voxeln, d.h. Gitterzellen innerhalb
blockstrukturierter Volumendaten, die als objektzugehörig gekennzeichnet sind. An-
schließend wird für die markierten Voxel die Oberfläche bestimmt, z.B. durch das
Marching Cubes Verfahren. Das Ergebnis dieser Rekonstruktion ist eine triangu-
lierte Beschreibung der Objektoberfläche.

2.3 Krümmungsberechnung auf

Oberflächenmodellen

Die Krümmungsbestimmung auf diskreten Oberflächendaten erfolgt durch Über-
tragung der Methoden für kontinuierliche Modelle auf diskrete Geometriebeschrei-
bungen. Bei einer solchen Herangehensweise bilden die differentialgeometrischen
Verfahren für parametrisierte Oberflächen die Grundlage für die approximativen
Methoden der Krümmungsberechnung auf diskreten Modellen. Die vorgestellten
Techniken zur Bestimmung von Krümmungsinformation lassen sich in folgende zwei
Klassen unterscheiden:

• Curve Fitting - kantenbasiert

• Surface Fitting - flächenbasiert

Bei Curve Fitting Techniken werden Approximationstechniken der Normalenkrüm-
mungen κN entlang inzidenter Kanten zur Bestimmung der Krümmungsgrößen ein-
gesetzt. Surface Fitting Verfahren hingegen sind gekennzeichnet durch die Besti-
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mung einer geeigneten Passfläche, deren Beschreibung dann wiederum zur Krüm-
mungsbestimmung verwendet wird.

2.3.1 Surface Fitting

Die Auswahl einer geeigneten Passfläche erfolgt in zwei Schritten. Erst wird eine
parametrisierte Beschreibung einer Punktumgebung erzeugt. Anschließend wird
eine Abbildung dieses Parameterbereichs auf die entsprechende Punktumgebung
bestimmt. Die Parametrisierung setzt die Angabe einer zu parametrisierenden
Umgebung um einen Punkt Pi voraus. Eine solche Umgebungsbeschreibung ist für
triangulierte Oberflächenmodelle in Form einer Menge nhd(Pi) möglich. nhd(Pi)
enthält alle Knoten, Kanten und Flächen der Zusammenhangsbeschreibung, d.h. des
ungerichteten Graphen G, die als umgebungszugehörig gelten. Im weiteren Verlauf
soll nhd(Pi) ⊂ G gelten, d.h. nhd(Pi) enthält nur Knoten, Kanten und Flächen aus
G. Hierbei wird i.a. die Zugehörigkeit eines Elements anhand einer Metrik bzgl. der
Knoten d(vi, vj) bzw. Punkte d(Pi, Pj) bestimmt (Abb.2.6). Somit enthält nhd(Pi)
alle Knoten bzw. Punkte, die innerhalb eines Radius r liegen, d.h. d(vi, vj) < r bzw.
d(Pi, Pj) < r sowie die Elemente, d.h. Kanten und Flächen, die die entsprechenden
Knoten enthalten. Die Zugehörigkeit eines Punktes Pj zu nhd(Pi) ist unter anderem
durch folgende Metriken bestimmbar, z.B.

• Topologisch dT (vi, vj) und r ∈ N, d.h. maximale Anzahl der Kanten des
kürzesten Weges von Pj ∈ nhd(Pi) zu Pi

• Euklidisch dE(Pi, Pj) und r ∈ R, d.h. maximaler euklidischer Abstand
zwischen Pj ∈ nhd(Pi) und Pi

• Geodätisch dG(Pi, Pj) und r ∈ R, d.h. maximale Länge der kürzesten
Verbindungslinie auf der triangulierten Oberfläche zwischen Pj ∈ nhd(Pi)
zu Pi

Topologische Metriken verwenden zur Zugehörigkeitsbestimmung eines Gitterpunk-
tes nur Zusammenhangsinformation. Zur Berechnung mit Hilfe einer euklidischen
Metrik sind wiederum nur die räumlichen Positionsangaben der Gitterpunkte not-
wendig. Im Fall einer geodätischen Metrik werden sowohl räumliche als auch topo-
logische Informationen benötigt, da jetzt Abstände entlang bzw. auf einer Oberflä-
che im R3 zu bestimmen sind. Die Menge nhd(Pi) ist also bei gegebener Metrik
dT,E,G eindeutig durch die Angabe eines maximal zulässigen Radius bestimmt, da
für jeden Punkt Pj dessen Zugehörigkeit zu nhd(Pi) entscheidbar ist. Weiterhin gilt
Pi ∈ nhd(Pi).

nhd(Pi) mit dT und r = 1 wird auch als 1Ring(Pi) oder star(Pi) bezeichnet.

Das Ziel einer Parametrisierung von nhd(Pi) mit Pi ∈ R3 ist eine Abbildung
der Zusammenhangsinformationen auf einen planaren Graphen nhd(Pi). Innerhalb
dieses 2-dimensionalen Parameterbereichs ist die Beschreibung der Punkte Pj ∈
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Pi

(a)

Pi

(b)

Pi

(c)

Abbildung 2.6: Mögliche Nachbarschaften von Punkten mit gegebener Zusammenhangsinfor-
mation (schwarze Linie) und Kennzeichnung von nhd(Pi) für (a) euklidische,
(b) topologische und (c) geodätische Metriken (grau eingefärbte Gebiete), sowie
Hervorhebung der Punkte Pj ∈ nhd(Pi) (schwarze Kreise)

nhd(Pi) durch Koordinatenpaare Pj = (uj, vj) möglich. Bei der Parametrisierung
von Punktumgebungen kann bzgl. der gegebenen Gitterstruktur zwischen:

• topologieunabhängig: keine Beachtung von Kanten und Flächenbeziehungen
zwischen Punkten aus nhd(Pi)

• topologieabhängig: Abbildung von nhd(Pi) auf isomorphen kreuzungsfreien
Graphen nhd(Pi) im R2

unterschieden werden. Die durch eine Parametrisierung nhd(Pi) gegebene Abbil-
dung einer Punktumgebung nhd(Pi) kann aber auch bzgl. der auftretenden bzw.
zulässigen Verzerrungen charakterisiert werden, z.B. durch die Angabe einer Ab-
weichung von einer isometrischen oder konformen Beschreibung von nhd(Pi) durch
nhd(Pi). Im Folgenden sollen kurz drei mögliche Parametrisierungsmethoden von
nhd(Pi) vorgestellt werden.

Die Parametrisierung mit Hilfe einer Projektion von nhd(Pi) in eine Ebene e ist
ein topologieunabhängiges Verfahren. Hierbei ist zum einen die Definition einer
Ebene e : (Pe, ne) durch Punkt Pe und Normale ne sowie die Angabe einer
Projektionsrichtung tproj notwendig. Zusätzlich zur Projektion aller Pj ∈ nhd(Pi)
in die Ebene e erfolgt eine Beschreibung der projizierten Punkte bzgl. einer
Basis (b1, b2, ne), wobei b1, b2 linear unabhängige Vektoren innerhalb von e sind.
Der Ursprung einer solchen Basis kann ein beliebiger Punkt in der Ebene e
sein. In [Goldfeather, 2001] wird die Parametrisierung von nhd(Pi) bzgl. der
Tangentialebene T (Pi), d.h. e : (Pi, N(Pi) mit der Projektionsrichtung entlang von
tproj = N(Pi) vorgeschlagen. Weiterhin wird eine orthonormale Basis (b1, b2, N(Pi))
mit dem Ursprung in Pi vorausgesetzt.
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In [Welch und Witkin, 1994] wird zur Parametrisierung von nhd(Pi) = star(Pi)
eine Approximation geodätischer Polarkoordinaten (Abb. 2.5) eingesetzt, d.h. es
werden Parameterkoordinaten in der Form (uj, vj) = (φ, r) bestimmt. Hierzu wird
die Summe der Winkel zwischen den Kanten vi,j ∈ star(Pi) und vi,k ∈ star(Pi)
berechnet, falls vj,k ∈ star(Pi). Anschließend werden diese Winkel einheitlich
skaliert, so dass deren Summe 2π ergibt. Diese neuen Winkel entsprechen den φ-
Koordinaten. Die r-Koordinate bezeichnet den euklidischen Abstand dE(Pi, Pj).

Eine topologieabhängige und möglichst verzerrungsfreie Parametrisierung von
nhd(Pi) wird in [Eck et al., 1995] vorgestellt. Hierzu ist die Angabe einer
Abbildung von Randpunkten aus nhd(Pi) auf Punkte eines konvexen Polygons im
R2 erforderlich. Alle anderen Parameterkoordinaten von Punkten Pj ∈ nhd(Pi)
werden anhand der Minimierung eines Optimierungsproblems E bestimmt, das
folgendermaßen gegeben ist:

E =
1

2

∑
vj,k∈nhdPi

ρj,k

(
Pj − Pk

)2
(2.19)

Weiterhin wird darauf hingewiesen, dass die Bestimmung der Parameterkoordinaten
nach (2.19) Punkte innerhalb des konvexen Polygons liefert. Der Berechnung des
Faktors ρj,k erfolgt in Abhängigkeit von der Länge und Flächeninhalten der beiden
angrenzenden Dreiecke an die Kante vj,k, um eine möglichst konforme Abbildung
zu erzeugen.

Bei gegebener Beschreibung von Pj ∈ nhd(Pi) in der Parameterebene durch
(uj, vj) Koordinaten ist dann die Auswahl einer geeigneten Abbildung F : R2 →
R3 notwendig, die zur Beschreibung der diskreten d.h. triangulierten Geometrie
durch eine kontinuierliche Fläche dient. Die Auswahl der Abbildung F erfolgt
üblicherweise durch die Lösung eines Optimierungsproblems OPT , d.h.

min → OPT
(
. . . , F (Pj), Pj, . . .

)
(2.20)

Üblicherweise entspricht die Formulierung von OPT einem Least Squares Verfahren.
Das Optimierungsproblem (2.20) erhält in diesen Fällen folgende Gestalt:

min
∑ (

F (Pj) − Pj

)2
(2.21)

Anhand der so bestimmten Abbildung F (u, v) werden dann die Größen (2.11) der
I und II Fundamentalform an der F (ui, vi) ermittelt. Diese Werte ermöglichen die
Berechnung der Elemente der Weingartenabbildung, anhand derer wiederum die
Krümmungsgrößen bestimmt werden können.

Zur Annäherung der Punktumgebung nhd(Pi) durch eine quadratische Funktion
wird in [Goldfeather, 2001] die Parametrisierung der gegebenen Umgebungs-
beschreibung durch eine Projektion in die Tangentialebene vorgeschlagen. Die Be-
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schreibung von Pj = (xj, yj, zj), Pj ∈ nhd(Pi) in der orthonormalen (b1, b2, N(Pi))
Basis liefert dann die gesuchten Parameterkoordinaten, d.h. (uj, vj) = (xj, yj).
Die ermittelte Abbildung entspricht somit einer quadratischen Approximation von
nhd(Pi) bzgl. der (b1, b2, N(Pi)) Basis. Somit ist folgende Abbildungsfunktion ge-
sucht:

zj = f (xj, yj) =
A

2
x2

j + Bxjyj +
C

2
y2

j (2.22)

Für Pi läßt sich aufgrund der Annahme, dass T (Pi) der Projektionsebene entspricht,
die Weingartenabbildung folgendermaßen angeben:

W =

[
AB
BC

]
(2.23)

Die Bestimmung der unbekannten Größen (A,B,C) aus (2.23) in Form eines Least
Squares Problems kann anhand von (2.22) wie folgt in Matrixform beschrieben
werden: ⎡

⎢⎣
1
2
x2

0 x0y0
1
2
y2

0
...

...
...

1
2
x2

n xnyn
1
2
y2

n

⎤
⎥⎦

⎡
⎣ A

B
C

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎣

z0
...
zn

⎤
⎥⎦ (2.24)

Eine weitere Variante der Beschreibung einer Punktumgebung nhd(Pi) durch
eine Passfläche ist die von [Goldfeather, 2001] vorgestellte Kubische-Adjazenz-
Normalen-Methode. Bei diesem Verfahren wird die gleiche Parametrisierung wie
im Fall der quadratischen Passfläche verwendet. Zusätzlich werden aber noch die
Normalen der Punkte Pj ∈ nhd(Pi) in das lokale Koordinatensystem b1, b2, N(P )
transformiert. Mit Hilfe der Parameterkoordianten und zugehörigen Normalen
N(Pj) = (aj, bj, cj) bzgl. der Basis b1, b2, N(P ) ist dann die Approximation von
nhd(Pi) durch folgende kubische Fläche möglich:

z = f (x, y) =
A

2
x2 + Bxy +

C

2
y2 + Dx3 + Ex2y + Fxy2 + G3 (2.25)

Für Pi hat die Weingartenabbildung, wiederum aufgrund der Annahme, dass
T (Pi) der Projektionsebene entspricht, dann die gleiche Gestalt wie im Fall der
quadratischen Fläche:

W =

[
AB
BC

]
(2.26)

Zur Bestimmung der gesuchten Größen A,B,C für (2.26) ist aber die Bestimmung
aller unbekannten Größen aus (2.25) notwendig, d.h. die Berechnung von
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(A,B,C,D,E, F,G). Das zu lösende Least Squares Problem hat dann folgende
Gestalt:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

...
1
2
x2

i xiyi
1
2
y2

i x3
i x2

i yi xiy
2
i y3

i

xi yi 0 3x2
i 2xiyi y2

i 0
0 xi yi 0 x2

i 2xiyi 3y2
i

...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

...
zi

−ai

ci

− bi

ci

...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.27)

Im Gegensatz zu den bereits beschriebenen Verfahren der Bestimmung einer ge-
eigneten Passfläche, wird in [Rössl et al., 2000b] eine Variante zur Passflächenge-
nerierung vorgestellt, die auf der Parametrisierung durch die Approximation geo-
dätischer Polarkoordinaten [Welch und Witkin, 1994] basiert. Weiterhin ist die
Transformation von nhd(Pi) in ein beliebig orientiertes orthonormiertes Koordina-
tensystem B notwendig, für das gilt: Pi → O. Die Bestimmung einer geeigneten
Passfläche entspricht jetzt einer Abbildung der ermittelten geodätischen Polarkoor-
dinaten auf entsprechende Punktkoordinaten der Punkte aus nhd(Pi) bzgl. B. Das
quadratische Taylor Polynom der gesuchten Fläche hat folgende Form:

F (u, v) = uFu + vFv +
u2

2
Fuu + uvFuv +

v2

2
Fvv (2.28)

Die Normale N(P0) entspricht wegen (2.28): N = (Fu × Fv) ‖Fu × Fv‖. Die
Weingartenabbildung im Punkt P0 ist dann gegeben durch:

W =

[
F T

uuN F T
uvN

F T
uvN F T

vvN

]
(2.29)

Die Berechnung der notwendigen Größen Fuu, Fuv, Fvv zur Berechnung der Elemente
der Weingartenmatrix (2.29) erfolgt durch die Lösung des folgenden Least Squares
Problem in Matrixform:

⎡
⎢⎣

...

ui vi
u2

2
uivi

v2

2
...

⎤
⎥⎦F =

⎡
⎢⎣

...
xi
...

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣

...
yi
...

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣

...
zi
...

⎤
⎥⎦ (2.30)

Die Erzeugung einer biquadratischen Bezier-Passfläche kann ebenfalls zur Krüm-
mungsabschätzung eingesetzt werden [Anshuman Razdan, 2005]. Diese Flächen
sind durch eine Menge von Kontrollpunkten Pk,l gekennzeichnet für die gilt:

F (u, v) =
2∑

k=0

2∑
l=0

B2
k,l (u, v)Pk,l mit B2

k,l (u, v) = B2
k (u) B2

l (v) (2.31)
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Die Funktionen B2
k bzw. B2

l in (2.31) entsprechen den quadratischen Bernstein-
Polynomen [Les Piegl, 1995]. Die Flächen (2.31) sind für 0 < u < 1.0 und 0 <
v < 1 zweimal differenzierbar. Somit können auch die Fundamentalgrößen (2.11)
und demzufolge die Krümmungsinformation an einem Punkt analytisch berechnet
werden. Zur Ableitungsberechnung für(2.31) kann der für die Differentierung von
Berzierkurven in [Les Piegl, 1995] beschriebene Zusammenhang:

d
(∑

k,n (u)Pk

)
du

= n
n−1∑
k=0

(u) (Pk+1 − Pk) (2.32)

genutzt werden. Durch (2.32) ist eine analytische Bestimmung der notwendigen
partiellen Ableitungsgrößen in Abhängigkeit von den Kontrollpunkten Pk,l möglich.
Diese Ableitungen werden bzgl. einer Parameterkoordinate u oder v ermittelt,
d.h. entlang einer Isoparameterlinie auf der Fläche (2.31). Diese Isoparameterlinie
entspricht einer Bezierkurve deren Kontrollpunkte durch den Isoparameterwert
berechenbar sind. Diese Kontrollpunkte können dann zur Bestimmung der
gesuchten Ableitungsgröße nach (2.32) verwendet werden.

Im Gegensatz zu den bereits beschriebenen Surface Fitting Verfahren kann die
Existenz einer orthonormalen Basis für die Tangentialebene für diese Flächen nicht
mehr garantiert werden. Somit ist auch keine Berechnung von κ1, κ2, tκ1

, tκ2
durch

die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren der Weingartenmatrix mehr
möglich. In [Schoene, 1975] wird zur Berechnung der Hauptkrümmungsrichtungen
das Verhältnis der Koordinaten von Tangentialvektoren t = (a, b) genutzt, d.h.
λ = a : b. Durch das Lösen zweier quadratischer Gleichungen (2.34) ist die
Berechnung von λ1 und λ2 sowie von κ1 und κ2 möglich.

(EG − F 2)κ2 − (EN + GL − 2FM)κ + (LN − M2) = 0 (2.33)

(FN − GM)λ2 + (EN − GL)λ + (EM − FL) = 0 (2.34)

Die Beschreibung der Hauptkrümmungsrichtungen erfolgt durch λ1 und λ2. Diese
beiden Werte entsprechen den Verhältnisse der Koordinaten von tκ1

und tκ2

innerhalb der Basis

Eine Parametrisierung von nhd(Pi) ,d.h. die Abbildung in eine Einheitsquadrat, ist
unter anderem durch die Anwendung der topologierehaltenden Parametrisierung
von [Eck et al., 1995] realisierbar. Hierzu werden die Randpunkte von nhd(Pi)
auf einen Kreis mit Radius r = 0.5 und Mittelpunkt an (0.5, 0.5) abbgebildet und
anschließend die restlichen Koordinaten durch (2.19) bestimmt. Danach sind die
Kontrollpunkte Pk,l durch Lösen eines Least Squares Problems berechenbar.
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⎡
⎢⎣

...
B2

0,0 (ui, vi) B2
0,1 (ui, vi) . . . B2

2,1 (ui, vi) B2
2,2 (ui, vi)

...

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣

...
Pk,l

...

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

...
Pi
...

⎤
⎥⎦

(2.35)
Die Krümmungsbestimmung wird dann bzgl. der ermittelten Parameterkoordinaten
(ui, vi) von Pi durchgeführt.

Die ersten zwei Surface Fitting Methoden benötigen die Definition einer Normale für
einen Punkt der triangulierten Oberfläche. Durch deren Orientierung ist dann die
zugehörige Tangentialeben, der Parameterbereich, bestimmt. Anschließend erfolgt
die Projektion. Bei der Parametrisierung durch [Welch und Witkin, 1994]
bzw. durch [Eck et al., 1995] hingegen ist die Angabe einer Normalen nicht
erforderlich.

2.3.2 Curve Fitting

Die Methoden zur Bestimmung von Krümmungsinformation durch Curve Fitting
sind gekennzeichnet durch die Approximation der Normalenkrümmung κN entlang
der inzidenten Kanten an Pi. Die Abschätzung von κN erfolgt für die Kanten eij, mit
Pj ∈ nhd(Pi). Eine mögliche Approximation der Normalenkrümmung pro Kante ist
dann durch die Abschätzung des zugehörigen Krümmungskreises (2.2) möglich:

κN =
2N (Pj − Pi)

‖Pj − Pi‖2 (2.36)

Die Approximation von κN einer Flächenkurve durch (2.36) entspricht der in Abb.
2.7 gezeigten Approximation einer Flächenkurve entlang eij durch einen Kreis.
Der Zusammenhang (2.3) bildet die Grundlage für das in [Goldfeather, 2001]
vorgestellte Verfahren, anhand der approximierten Normalenkrümmungen κN die
Elemente der Weingartenabbildung zu bestimmen. Hierzu ist noch die Beschreibung
der Tangentenrichtung der Kante eij durch einen normierten Vektor (x,yi) innerhalb
einer beliebigen orthonormalen Basis innerhalb der Tangentialebene erforderlich.
Dann gilt:

κN =
[

xi yi

] [
A B
B C

] [
xi

yi

]
(2.37)

Die Gleichung (2.37) enthält die unbekannten Größen (A,B,C). Eine Berechnung
dieser Werte ist dann durch folgendes Least Square Verfahren in Matrixform
möglich: ⎡

⎣ . . .
x2

i 2xiyi y2
i

. . .

⎤
⎦

⎡
⎣ A

B
C

⎤
⎦ =

⎡
⎣ κN

⎤
⎦ (2.38)
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M

P

P

i

j

N(P)i

Abbildung 2.7: geometrische Deutung des durch (2.36) approximierten Krümmungskreises aus
Abb. 2.1, N(Pi) bezeichnet die Normale im Punkr Pi

In [Taubin, 1995] wird der Zusammenhang zwischen der orthonormalen Basis
tκ1

, tκ2
, N(P ) und einer anderen, beliebigen orthonormalen Basis (U1, U2, U3)

ausgenutzt, um die Krümmungsinformation anhand einer Matrix, die durch (2.39)
gegeben ist, zu bestimmen. Die Beschreibung von normierten Tangentenrichtungen
innerhalb der orthonormalen Basis (tκ1

, tκ2
N(P )) sei durch tφ gegeben. Durch

tφ wird die Richtung bzgl. eines Winkels φ und einer der Achsen (tκ1
oder

tκ2
) bezeichnet. Mit Hilfe dieser Richtungsbeschreibung wird dann folgende

symmetrische Matrix definiert:

MP =
1

2π

∫
κN tφt

T
φdφ (2.39)

Die Matrix M besitzt aufgrund der Symmetrie 3 von Null verschiedene Eigen-
vektoren und zugehörige reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren von M aus (2.39)
entsprechen den Hauptkrümmungsrichtungen tκ1

und tκ2
und der Normale N(P ).

Der zu N(P ) gehörende Eigenwert ist 0. Anhand der beiden anderen Eigenwerte
λ1, λ2 lässen sich die Hauptkrümmungen wie folgt berechnen:

κ1 = 3λ1 − λ2

κ2 = 3λ2 − λ1
(2.40)

Anschließend wird in [Taubin, 1995] darauf hingewiesen, dass die Bestimmung von
MP bzgl. einer beliebigen orthonormalen Basis (U1, U2, U3) ebenfalls zur Appro-
ximation von Krümmungsinformation eingesetzt werden kann. So stimmen Eigen-
werte und Eigenvektoren von MP bzgl. (U1, U2, U3) mit denen von MP bzgl. der
Basis (tκ1

, tκ2
N(P )) überein. Hieraus folgt, dass die Beschreibung der Tangenten-

vektoren innerhalb einer globalen Koordinatensystems, d.h. orthonormalen Basis,
(U1, U2, U3) ausreicht, um die Krümmungsgrößen für jeden Punkt zu bestimmen.
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Zur Approximation von MP nach (2.39) wird die Berechnung einer Matrix MP

vorgeschlagen:

MP =
∑

Pj∈star(Pi)

wijκN tijt
T
ij (2.41)

In (2.41) entspricht tij der normalisierten Projektion der Kante von Pi nach Pj in
die Tangentialebene. Die Normalenkrümmung κN wird durch (2.36) abgeschätzt.
Der Skalierungsfaktor wij ist abhängig vom Flächeninhalt der an die Kante
eij angrenzenden Dreiecke. Für die Eigenwerte und Eigenvektoren von MP gilt
dann; Eigenvektoren entsprechen den Hauptkrümmungsrichtungen bzgl. der Basis
(U1, U2, U3) und die Eigenwerte können zur Berechnung der Hauptkrümmungen
nach (2.40) eingesetzt werden.

In [Barr et al., 2002] wird ein Verfahren vorgestellt, dass die Berechnung der
Gauß’scher Krümmung K und mittleren Krümmung H für einen Punkt eines
Dreiecksnetzes ermöglicht. Anhand der Krümmungsgrößen H und K sind dann
nach Umstellen von (2.5) die Hauptkrümmungen folgendermaßen bestimmbar:

κ1 = H +
√

H2 − K

κ2 = H −√
H2 − K

(2.42)

Die Grundlage für die Approximation von H ist der Zusammenhang zwischen loka-
ler Flächenänderung und mittlerer Krümmungsnormale Hn (2.7). Zur Approxima-
tion des mitteren Krümmungsvektors ist also die Beschreibung einer Umgebung U
für jeden Punkt Pi des Dreiecksnetzes notwendig. Für diese Umgebung ist dann der
Flächeninhalt A(U) und die Änderung des Flächeninhaltes in Abhängigkeit von Pi

zu bestimmen. Für die Begrenzung der Punktumgebung U werden baryzentrische
und Voronoi-Zellen verwendet (Abb. 2.8). Die stückweise lineare Begrenzungskurve
der Umgebung enthält die Mittelpunkte der Kanten vij. Innerhalb der zu Pi ad-
jazenten Dreiecke durchläuft die Begrenzungskurve bei baryzentrischer Umgebung
den Dreiecksschwerpunkt und im Fall einer Voronoi-Zerlegung den Mittelpunkt
des Umkreises. Zur Bestimmung von A(U) wird über alle inzidenten Dreiecke von
Pi iteriert und der jeweilige Flächeninhalt des zur Umgebung von Pi gehörigen
Bereichs innerhalb des Dreiecks berechnet. Für spitzwinklige Dreiecke werden die
Voronoizellen verwendet. Im Fall stumpfer Dreiecke wird der Flächeinhalt bzgl. der
Baryzentren berechnet. Die Berechnung der Verschiebungsrichtung Hn von Pi, für
die eine maximale Änderung des Flächeninhaltes der Umgebung eintritt, wird wie
folgt bestimmt:

∇A =
1

2

∑
(cot αij + cot βij) (Pi − Pj) (2.43)

Durch αij und βij sind die beiden der Kante vij gegenüberliegenden Winkel bezeich-
net. So lässt sich der mittlere Krümmungsvektor folgendermaßen approximieren:

2Hn =
1

2A (U)

∑
(cot αij + cot βij) (Pi − Pj) (2.44)
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(a) (b)

Abbildung 2.8: Umgebungen zur Skalierung der berechneten mittleren und Gauß’schen Krüm-
mung, (a) Voronoi Region, (b) Umgebungsbeschreibung durch Baryzentren in-
zideneter Dreiecke

Zur Bestimmung der Gauß’sche Krümmung hingegen ist die Approximation von AG

notwendig, d.h. der Flächeninhalt der Gauß-Abbildung von AM ist zu berechnen.
In [Barr et al., 2002] wird mit dem Verweis auf das Gauß-Bonnet-Theorem
[Strubecker, 1969] die folgende Formel zur Berechnung des Flächinhaltes des
sphärischen Bildes von A verwendet:

AG = 2π −
∑

φj (2.45)

In (2.45) bezeichnet φj den Winkel eines inzidenten Dreiecks an Pi. Mit Hilfe dieser
Approximation von AG durch (2.45) ist die Gauss’sche Krümmung dann durch:

K =
2π − ∑

φj

AM

(2.46)

bestimmbar. Hauptkrümmungsrichtungen werden anschließend wie in [Goldfea-

ther, 2001] berechnet. Hierbei wird noch die mittlere Krümmung H zur Definition
einer linearen Bedingung für das Least Squares Problem verwendet.

2.4 Krümmungsberechnung in Volumendaten

Volumendaten können als diskrete Beschreibung einer impliziten Funktion im
R3 verstanden werden. Zur korrekten Krümmungsapproximation durch (2.17) an
einer Stelle innerhalb des blockstrukturierten Gitters ist die Rekonstruktion von
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Werten, Gradienten und Hessematrix an dieser Position der abgetasteten impliziten
Funktion notwendig.

Die Rekonstruktion eines kontinuierlichen eindimensionalen Signals gC anhand
einer diskreten Beschreibung gD ist durch Filter möglich. Die Faltung, d.h. die
Anwendung des Filters, eines Signals gD mit h liefert ein neues Signal gF . Eine
Filterung bzw. Faltung ist folgendermaßen definiert:

gF (x0) = g(x) ⊗ h(x) =

∫
g(τ)h(x0 − τ)dτ (2.47)

Als Gütefunktion des rekonstruierten Signals gilt der Unterschied zwischen dem
originalen und rekonstruierten Signal, d.h. zwischen gF und gC . Ob sich gC anhand
von gD wiederherstellen lässt, ist abhängig von der im Originalsignal auftretenden
maximalen Frequenz und der verwendeten Abtastfrequenz bei der Diskretisierung.
Für die Abtastfrequenz gilt die Nyquist Rate als Voraussetzung zur vollständigen
Rekonstruktion von gC [Foley et al., 1997]. Weiterhin entscheidend für die Güte
von gF ist der eingesetzte Rekontruktionsfilter h. Durch den sinc Filter ist bei
korrekt durchgeführter Abtastung eine völlständige Rekonstruktion von gC möglich.
Dieser Filter beschreibt die ideale Filterfunktion. Die Ableitungsbestimmung für gF

ist ebenfalls durch Filter möglich [Lohmann, 1998], denn es gilt:

gn
F (x0) = g(x) ⊗ hn(x) =

∫
g(τ)hn(x0 − τ)dτ (2.48)

Da durch den sinc Filter ein idealer Rekonstruktionsfilter gegeben ist, ent-
sprechen Faltungen mit dessen nter-Ableitungen ebenfalls vollständigen nte-
Ableitungsrekontruktionen. Da der sinc Filter und dessen nte Ableitung unendli-
che Ausdehnung besitzen, ist deren Anwendung, d.h. die korrekte Faltung mit dem
sinc Filter bzw. dessen n-ter Ableitung, für begrenzte diskrete Daten nicht möglich
[Marschner und Lobb, 1994]. Die Annäherung an eine idealen Rekonstruktion
der nten Ableitung kann unter anderem folgendermaßen realisiert werden:

• Begrenzung des sincn Filters, sincn
truncated(t) =

{
textent ≤ |t| sinc(t)
sonst 0

• Fensterung des sincn Filters sincn
windowed(t) = window (t) sinc (t)

• Approximation des sincn Filters in einem Intervall textent > |t| durch einen
andere Filterfunktion h, d.h. h(t) = 0 für textent ≤ |t|
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Zur vollständigen Rekonstruktion von Volumendaten ist die Faltung mit einem 3D
sinc Filter notwendig. Dieser Filter ist separierbar, d.h. durch das Tensorprodukt
von 3 einzelnen sinc Filtern beschreibbar. Eine Faltung entspricht dann:

gF (x0) = gD(x) ⊗ sinc3D(x)
= ((gD(x) ⊗ sincx(x)) ⊗ sincy(x)) ⊗ sincz(x)
=

∫
sincz(x0 − τ)

(∫
sincx(x0 − τ)

(∫
gD(τ)sincx(x0 − τ)dτx

)
dτy

)
dτz

(2.49)
Die Rekonstruktion partieller Ableitungen ist durch eine Faltung mit der
entsprechenden nten Ableitung des sinc Filters möglich. Wie im eindimensionalen
Fall ist auch eine Approximation des 3D sinc Filters und dessen nter Ableitung
möglich. So lassen sich dann anhand von Filterfunktionen, die die eindimensionale
sinc Funktion bzw. deren nte Ableitung approximieren, die entsprechenden
3D Ableitungsfilter zusammensetzen. Eine Faltung des Volumensignals, d.h. die
Bestimmung einer partiellen Ableitung nter Ordnung, ist dann entweder mit dem
3D-Tensorprodukt oder mit den 3 einzelnen separierten Ableitungskomponenten
möglich.

Die nun vorgestellten Verfahren unterscheiden sich in der Art der Ableitungsap-
proximation. In [Hladuvka, 2001] werden Krümmungsinformationen innerhalb
von Volumendaten ohne Ableitungsapproximation durch Filterung bestimmt. Ein
Verfahren, das die Bestimmung des Gradienten (2.14), d.h. die Approximation par-
tieller Ableitungsinformation 1. Ordnung erfordert, wird anschließend beschrieben
[Interrante et al., 1996]. Danach folgt die Beschreibung einer Methode [Kindl-

mann, 2003] zur Ermittlung von Krümmungsinformation bei der eine Filterung zur
Approximation der Hessematrix (2.15) eingesetzt wird.

Ein Methode der Krümmungsapproximation, anhand von Rekonstruktionsfiltern
ohne Abschätzung von Gradient oder Hessematrix in den Volumendaten, wird in
[Hladuvka, 2001] beschrieben. Die Krümmungsapproximation erfolgt für Punkte
Pi einer Isofläche. Hierzu werden weitere Punkte auf der Isooberfläche bestimmt.
Anschließend werden die Krümmungswerte für Pi durch ein Curve Fitting Verfahren
berechnet, d.h. es werden die Normalenkrümmung der Flächenkurven von Pi zu
den anderen Punkten auf der Isooberfläche mit Hilfe eines Krümmungskreises
approximiert.

In [Interrante et al., 1996] wird ein Verfahren zur Krümmungsbestimmung
vorgestellt, bei dem der Gradient durch eine Faltung mit den partiellen Ableitungen
des Gauß-Filters (2.50) ermittelt wird, der folgendermaßen definiert ist:

hσ,xmax
=

{
e−x2/2σ2

if |x| < xmax

0 sonst
(2.50)

Diese Berechnung geschieht als Teil der Vorverarbeitung der Volumendaten. Durch
trilineare Interpolation der (x, y, z) Komponenten ist dann die Approximation des
Gradienten an einer beliebigen Stelle innerhalb des Volmengitters P möglich. Der
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so berechnete Gradient entspricht dem Normalenvektor der Isofläche für den Wert
w(P ) an der Stelle P . Durch diesen Vektor kann also eine Beschreibung der Tan-
gentialebene der Niveaufläche an der Stelle P gegeben werden. Durch die Auswahl
zweier beliebiger orthogonaler Vektoren te1, te2, die innerhalb der Tangentialebene
liegen, ist dann die Approximation der Elemente der Weingartenmatrix (2.17) für
implizite Funktionen möglich. Die Approximation der Gradientenänderung in die
Richtungen te1 und te2 erfolgt hier durch die Zentrale-Differenzen-Methode, d.h.
durch:

bT
1 H(x, y, z)b1 → te1 (G (P + te1) − G (P ))

bT
1 H(x, y, z)b2 → te1 (G (P + te2) − G (P ))

bT
2 H(x, y, z)b2 → te2 (G (P + te2) − G (P ))

bT
2 H(x, y, z)b1 → te2 (G (P + te1) − G (P ))

(2.51)

Anhand dieser approximierten Elemente der Weingartenmatrix (2.17) erfolgt dann
die Bestimmung der gesuchten Krümmungsgrößen.

Ein Verfahren zur Krümmungsapproximation in Volumendaten, das die Bestim-
mung des Gradienten G(P ) (2.14) und der Hessematrix (2.15) H(P ) erfordert,
wird in [Kindlmann, 2003] vorgestellt. Die Approximation 1. und 2. partieller
Ableitungen geschieht mit Hilfe eines BC-Filters:

hB,C (x) =
1

6

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(12 − 9B − 6C) |x|3 if |x| < 1

+ (−18 + 12B + 6C) |x|2 + (6 − 2B)

(−B − 6C) |x|3 + (6B + 30C) |x|2 if1 ≤ |x| < 2
+ (−12B − 48C) |x| + (8B + 24C)
0 sonst

(2.52)

Die Ableitungsrekonstruktion erfolgt durch die Faltung mit der entsprechenden
Ableitung der Filterfunktion h1,0 (2.52). Hessematrix und Gradient werden dann
zur Bestimmung einer Matrix nach (2.16) verwendet. Diese Matrix ermöglicht dann
die Berechnung von Hauptkrümmungsrichtungen und Hauptkrümmungen, durch
die Bestimmung entsprechender Eigenwerte und Eigenvektoren.

2.5 Anwendung von Krümmungsinformation

Je nach Anwendungsziel ist zu entscheiden, ob die Krümmungsinformation bei
der eigentlichen Visualisierung oder zur Untersuchung der Daten eingesetzt
werden soll. Krümmungsinformation ist also einerseits zur Umsetzung spezieller
Darstellungstechniken erforderlich. Andererseits ermöglichen die approximierten
Krümmungsinformationen auch die Durchführung zusätzlicher Analyse- und
Bewertungsmethoden für diskrete Daten.
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2.5.1 Darstellung

Approximierte Krümmungsinformation kann zur Umsetzung von Techniken zur
illustrativen bzw. nicht-photorealistischen Darstellung eingesetzt werden. Die
Beurteilung einer Darstellung kann durch die Bewertung von Effektivität und
Expressivität der Darstellung erfolgen. In [Schumann und Müller, 2002] werden
folgende Definition für diese Gütekriterien vorgeschlagen:

• Expressivität: unverfälschte Wiedergabe der Daten

• Effektivität: optimale Ausnutzung der Fähigkeiten des Betrachters und
Eigenschaften des Ausgabekontextes

Der Grund für den Einsatz illustrativer Darstellungstechniken ist der Versuch, an-
hand illustrativer Verfremdungen bzw. nicht-photorealistischer Effekten expressive-
re und effektivere Abbildungen zu erzeugen. Durch Liniengrafiken lässt sich zum
einen die expressivere aber auch effizientere Darstellung einer Oberfläche erzeugen.
Zu einer Verbesserung der Expressivität kommt es, wenn Liniengrafiken integriert
werden, durch die bisher nicht sichtbare Oberflächeneigenschaften erkennbar wer-
den. Effizientere Darstellungen von Oberflächen hingegen sind durch die reduzierte
aber ausreichende Beschreibung von Oberflächeneigenschaften durch Liniengrafiken
gekennzeichnet. In diesem Fall resultiert eine bessere Ausnutzung des Ausgabegerä-
tes durch die Beschreibung einer Oberfläche durch einzelne Linien und/oder Linien-
muster. Der dadurch auftretende Informationsverlust entspricht der Differenz zwi-
schen dem wahrgenommenen und tatsächlichen überdeckten Oberflächenbereich.
Dass sich Liniengrafiken zur korrekten bzw. ausreichenden Beschreibung von Ober-
flächen eignen, zeigen unter anderem die Arbeiten von [Sousa und Prusinkie-

wicz, 2003; Francis, 1987]. Generell werden folgende Linientypen unterschieden
[Strothotte und Schlechtweg, 2002]:

• Merkmalslinien: Kennzeichnung von Furchen und Kanten auf Oberflächen

• Silhouetten: sichtabhängige Kanten, d.h. Trennung von frontfacing und
backfacing Oberflächenbereichen (weiterhin ist noch die Unterscheidung
zwischen Silhouettenkanten, die verschiedene Objekte und Teile deselben
Objektes trennen, üblich)

• Schraffurlinien: orientiertes Linienmuster

Die Approximation von Krümmungsinformation auf Oberflächen kann eingesetzt
werden, um mit den vorgestellten Linientypen expressivere bzw. effizientere
Darstellungen für die zugrunde liegenden Oberflächenmodelle zu erzeugen.

• Merkmalslinien: Extrema bzgl. eines Hauptkrümmungswertes max {|κ1| , |κ2|}
[Belyaev et al., 1998; Interrante et al., 1996]

• Schraffurlinien: Parametrisierung einer Oberfläche durch Hauptkrümmungs-
richtungen [Hertzmann und Zorin, 2000; Girshick et al., 2000]
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• Silhouetten: Kontrolle der Silhouettenbreite [Kindlmann, 2003]

Eine weitere Anwendung von Krümmungsinformation zur illustrativen Darstellung
von Oberflächen ist deren Beschreibung durch ein krümmungsabhängiges Beleuch-
tungsmodell [Strothotte und Schlechtweg, 2002; Gooch und Gooch, 2001].
Es wird gezeigt, dass durch eine farbliche Trennung von krummen und glatten Ober-
flächenbereichen ebenfalls expressivere und effektivere Beschreibungen von Oberflä-
chen möglich sind. Hierzu werden Illustrationen aus den Bereichen: Malerei, Archi-
tektur, Medizin sowie Maschinenbau auf die jeweils verwendete Einfärbetechnik hin
untersucht. Das Ergebnis dieser Analyse ist ein Beleuchtungsmodell, das krummen
bzw. glatte Bereiche durch dunkle bzw. helle Farben charakterisiert.

Einfärben

Die Zuweisung von Farbe und Opazität innerhalb von Volumendaten erfolgt durch
die Angabe einer Transferfunktion. Die durch die Transferfunktion beschriebene
Abbildung der Volumendaten kann unter anderem anhand des gegebenen Volu-
menwertes bzw. abgeleiteter Größen wie z.B. Gradient, Krümmungsinformation
erfolgen. Die Dimensionalität einer Transferfunktion entspricht der Anzahl notwen-
diger Werte zur Bestimmung von Farbe bzw. Opazität.

In der von [Hladuvka, 2001] vorgestellten krümmungsbasierten Darstellungstech-
nik von Volumendaten wird Krümmungsinformation zur Hervorhebung von Ober-
flächenbereichen geometrischer Modelle eingesetzt. Für die verwendeten Volumen-
modelle geometrischer Objekte werden Farbe und Opazität eines Oberflächenpunk-
tes in Abhängigkeit von den beiden auftretenden Hauptkrümmungen bestimmt,
d.h. durch eine wie in Abb. 2.10 beschriebene Transferfunktion. Durch den Einsatz
von zwei 2-dimensionalen Transferfunktionen, d.h. für Farbe und Opazität, sind
dann unterschiedlich farbliche bzw. transparente Beschreibungen von Oberfläche-
bereichen möglich (Abb. 2.9).

Eine weitere Technik zur Einfärbung von Volumendaten anhand approximierter
Krümmungsinformationen wird in [Kindlmann, 2003] vorgestellt. Zur Bildgene-
rierung ist ebenfalls die Angabe von zwei Transferfunktionen erforderlich. Die ein-
gesetzten Transferfunktionen entsprechen einer 1-dimensionalen Opazitäts- sowie
einer 2-dimensionalen Farbzuordnung. Durch das Setzen des Opazitätswertes für
ein Werteintervall erfolgt die Beschreibung bzw. Auswahl der opak darzustellenden
Isofläche. Die Zuweisung der Farbe hingegen wird durch eine 2-dimensionale Trans-
ferfunktion, mit den Hauptkrümmungswerten als Achsenbezeichner, realisiert. Die
von [Kindlmann, 2003] eingesetzte Farbtransferfunktion ermöglicht eine unter-
schiedliche Einfärbung von konkaven und konvexen Oberflächenbereichen. Weiter-
hin wird eine Technik vorgestellt, gleichmäßig breite Silhouetten durch Auswertung
von Krümmungsinformation innerhalb des Übergangsbereichs zwischen Vorder- und
Hintergrund zu erzeugen.
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(a) (b)

Abbildung 2.9: links: Volumerendering eines Würfels mit unterschiedlicher Transparenz für
Ebenen und Kanten, rechts: Volumerendering eines Torus mit unterschiedlicher
Einfärbung von zylindrischen (grün), elliptischen (rot) und hyperbolischen
(hellblau) Oberflächenbereichen [Hladuvka, 2001]

Merkmalslinien

Die in [Kindlmann, 2003] beschriebene Transferfunktion zur krümmungsbasierten
Darstellung von Volumendaten kann ebenfalls zur Hervorhebung von Merkmalsli-
nien innerhalb dieser Volumendaten eingesetzt werden (Abb. 2.11). Die Auswahl
der Oberfläche erfolgt wieder über die geeignete Opazitätszuordnung. Die Charak-
terisierung von Merkmalslinien anhand von κ1 und κ2 Werten erfolgt durch die An-
gabe eine entsprechenden Farbabbildung der ermittelten Hauptkrümmungen (Abb.
2.10(b)).

In [Interrante et al., 1996] werden Krümmungsinformationen zur Hervorhebung
von Merkmalslinien innerhalb von Volumendaten eingesetzt. Die Zugehörigkeit
eines Punktes zu einer Merkmalslinie beeinflusst dessen Opazitätswert, d.h. Punkte
auf Merkmalslinien werden opak dargestellt. Die Zugehörigkeit wird durch den
Vergleich von maximaler Hauptkrümmung κmax des jeweiligen zu untersuchenden
Punktes mit dem entsprechenden Wert benachbarter Punkte ermittelt. Benachbarte
Punkte werden entlang der positiven und negativen κmax Hauptkrümmungsrichtung
bestimmt. Für jeden so ermittelten Nachbarpunkt wird die Normalenkrümmung
κNi

in die gegebene κmax Hauptkrümmungsrichtung berechnet. Der Vergleich dieser
Normalenkrümmungen mit κmax entscheidet dann über die Zugehörigkeit von P zu
einer Merkmalslinie. So gilt für κmax > κNi

bzw. κmax < κNi
, daß durch P eine

Merkmalslinie verläuft. Die Bestimmung von Punkten auf Merkmalslinien, d.h. die
Entscheidung, ob an einer Stelle P ein Extremum bzgl. von κmax vorliegt, erfolgt
also durch den Vergleich von Krümmungswerten an den Nachbarpunkten. In [Rössl

et al., 2000a] wird der Einsatz von morphologische Operatoren zur Erzeugung von
Merkmalslinien auf triangulierten Oberflächenmodellen vorgeschlagen. Hierzu ist
die Bestimmung eines binären Merkmalsvektors erforderlich. Die Kennzeichnung
der Merkmalszugehörigkeit eines Knotens erfolgt durch den Vergleich eines skalaren
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Abbildung 2.10: krümmungsabhängige Transferfunktion (a) Kennzeichnung des Bereichs auf-
tretender Krümmungswerte, (b) Kennzeichnung der Bereiche zur Identifikation
von Merkmalslinien (c)Illustration der durch die Transferfunktion beschreiba-
ren Oberflächeneigenschaften

(a) (b)

Abbildung 2.11: Kombinierte Darstellung von krümmungsabhängiger Farbzuweisung mit Hilfe
der Transferfunktion aus Abb. 2.10 und Hervorhebung von Merkmalslinien
[Kindlmann, 2003]

Krümmungswertes mit einem Schwellwert. Die Definition von Dilation und Erosion
für einen Punkt P auf der triangulierten Oberfläche erfolgt bzgl. der topologischen
Nachbarschaft, d.h. bzgl. nhd(Pi). Die Nacheinanderausführungen von Dilation und
Erosion ermöglicht dann die Beschreibung komplexerer morphologische Operatoren
auf triangulierten Oberflächen. Die Anwendung dieser Operatoren verändert die
Elemente des binären Merkmalsvektors, d.h. die Merkmalszugehörigkeit der Punkte
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(a) (b)

Abbildung 2.12: Merkmalslinien in Volumendaten zur Beschreibung zweier überlagernder
Oberflächen, in (a) Darstellung einer opak und transparenten Oberfläche, in (b)
Verwendung von Merkmalslinien zur Beschreibung transparenter Oberfläche

ändert sich. Durch eine Skelettierung ist dann die Extraktion von Merkmalslinien,
d.h. eine Menge von Kanten die merkmalsrelevante Punkte verbinden, möglich.

Abbildung 2.13: Merkmalslinien auf triangulierten Oberflächen [Rössl et al., 2000a]

Schraffur

Die Generierung von Schraffurlinien setzt eine parametrisierte Oberfläche voraus,
d.h. die Möglichkeit eine Oberflächenlinie in Oberflächenkoordinaten zu beschrei-
ben. Für triangulierte Geometriemodelle ist demzufolge eine Parameterbeschrei-
bung der Oberfläche zu erzeugen. Zur Schraffurgenerierung wird in [Girshick et al.,
2000] die Parametrisierung entlang der Hauptkrümmungsrichtungen vorgeschlagen,
d.h. die Isoparameterlinien verlaufen entlang der Hauptkrümmungen.

Die Generierung von Linien entlang einer Schraffurrichtung wird in [Rössl

et al., 2000b] beschrieben. Hierzu ist die Bestimmung der Hauptkrümmungen und
Hauptkrümmungsrichtungen in einem Punkt erforderlich. Anschließend wird für
jeden Punkt eine der beiden Hauptkrümmungsrichtungen als Orientierung der
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Schraffurlinie im Punkt P bestimmt. Die ausgewählte Hauptkrümmungsrichtung
besitzt maximale absolute Krümmung κmax, d.h. κmax = max(

∣∣κ)

∣∣ , |κ2|).
Anschließend werden Startpunkte von möglichen Schraffurlinien auf der Oberfläche
erzeugt. Länge, Stil und Dichte der Schraffurlinien sind zum einen von der lokalen
Beleuchtungssituation aber auch von der Eigenschaft der Schraffurlinie, entlang
einer Silhouette zu verlaufen, abhängig.

Abbildung 2.14: Künstliches Modell, Schraffur entlang der absoluten maximalen Krümmung,
verschiedene Liniendichte in Abhängigkeit von Beleuchtungssituation [Rössl

et al., 2000b]

(a) Kleinsche Flasche (b) Osterinsel

Abbildung 2.15: Schraffurmuster auf Kleinscher Flasche nach [Hertzmann und Zorin, 2000],
Anwendung des selben Verfahrens zur Orientierung der Schraffurlinien und
Anpassung der Liniendichte des Schraffurmusters an Beleuchtungssituation
[Zander et al., 2004]

Ein weiteres Verfahren zur Generierung von Schraffurlinien anhand eines Cross
Hatching Musters auf Oberflächengittern wird in [Hertzmann und Zorin, 2000]
vorgestellt. Als Grundlage für die Orientierung der Schraffurlinien werden folgende
Liniencharakteristika gegeben:

• zylindrische Bereiche: effiziente Darstellung von zylindrische Flächen durch
einzelne Hauptkrümmungslinien
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• andere Bereiche: effiziente Oberflächenbeschreibung durch parallele geodäti-
sche Linien

Darauf aufbauend wird folgende Definition einer geeigneten Orientierung von
Schraffurlinien gegeben: In Gebieten, in denen die Fläche parabolisch ist, entspre-
chen die Schraffurlinien dem Verlauf der Hauptkrümmungsrichtungen, in anderen
Flächenbereichen hingegen ist ein möglichst geodätischen Verlauf der Schraffur-
linien zu erzeugen. Zur Generierung der Schraffurlinien ist die Bestimmung der
Hauptkrümmungen κ1 und κ2 und Hauptkrümmungsrichtungen an jedem Punkt
Pi des Oberflächengitters erforderlich. Durch die beiden Hauptkrümmungsrichtun-
gen tκ1

und tκ2
ist dann in jedem Punkt die Orientierung des Schraffurlinienpaares

an dieser Stelle gegeben. Anschließend werden die Punkte mit pseudo-parabolischer
Umgebung als zuverlässig markiert, d.h. Orientierung der Schraffurlinien in diesem
Punkt bleibt unverändert, entspricht also den berechneten Hauptkrümmungsrich-
tungen. Die Identifikation pseudo-parabolischer Punkte erfolgt bzgl. des folgenden
Kriteriums:

max(|κ1| , |κ2|)
min(|κ1| , |κ2|) > εratio und max(|κ1| , |κ2|) > εreliable (2.53)

Für nicht pseudo-parabolische Punkte hingegen wird eine Neuorientierung der
Hauptkrümmungsrichtungen in Form eines Optimierungproblems vorgenommen.
Hierzu ist die Größe E in Abhängigkeit von Orientierungen nicht pseudo-
parabolischen Punkten zu minimieren, d.h.:

E = −
∑
eij

cos ((θi − φij) − (θj − φji)) (2.54)

In (2.54) bezeichnet θi den Winkel einer beliebigen Hauptkrümmungsrichtung
im Punkt Pi zu einer Achse der Basis des Tangentialraumes TPi

. φij hingegen
beschreibt den Winkel zwischen der Projektion von eij in TPi

und derselben
Achse der Basis des Tangentialraumes. Durch die Minimierung von (2.54) wird
ein möglichst konstantes Feld von Orientierungen erzeugt. Für die Schraffurlinien
in den nicht parabolischen Bereichen gilt dann κ ≈ κN , d.h. κG ≈ 0. Durch
eine Neuorientierung der Schraffurlinien in nicht zuverlässigen Bereichen durch
die Minimierung von (2.54) werden also möglichst geodätische Schraffurlinien in
den nicht parabolischen Gebieten erzeugt. Ein ähnliches Verfahren zur Generierung
von Cross Hatching Mustern auf Oberflächen wird in [Praun et al., 2001]
eingesetzt. Die Berechnung der Orientierungen von Schraffurlinien entspricht
der Methode von [Hertzmann und Zorin, 2000]. Die eigentliche Darstellung
der Schraffurlinien aber erfolgt durch einzelne Texturstücke, die die Oberfläche
vollständig überdecken [Praun et al., 2000]. Das Platzieren von Texturstücken auf
der Oberfläche ermöglicht die Abbildung unterschiedlicher Texturen auf den selben
Oberflächenbereich. Durch die Beschreibung unterschiedlich dichter Linienmuster
anhand von Texturen ist die Helligkeit eines Oberflächenbereichs kontrollierbar. Mit
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Abbildung 2.16: Illustration der Variablen des Optimierungsproblems (2.54) nach [Hertzmann

und Zorin, 2000]

Hilfe von Hardware-Unterstützung bzgl. der Texturierung von Objekten ist dann
die schnelle Erzeugung von beleuchtungsabhängigen Schraffurmustern möglich. Zur
Definition eines Texturstückes ist die Angabe eines Randes sowie einer Orientierung
der Texturkoordinaten notwendig. Die Beschreibung des Randes erfolgt durch das
manuelle Zeichnen einer geschlossenen Kurve auf der Oberfläche. Die Ausrichtung
der Texturen erfolgt entlang des generierten Cross Hatching Orientierungsfeldes.
Die geeignete Abbildung der Textur auf den zugehörigen Oberflächenbereich wird
in Form eines Optimierungsproblems bestimmt.

2.5.2 Modellierung und Analyse

Die krümmungsabhängige Modellierung von Geometrien erfolgt i.a. durch die Mini-
mierung einer globalen definierten Krümmungseigenschaft. In [Welch und Wit-

kin, 1994] wird ein Verfahren zur interaktiven Deformierung von Dreiecksmodellen
beschrieben. Das zu minimierende Krümmungsmaß dient zur Simulation der Verfor-
mung eines dehnbaren Materials. Die Erzeugung von Oberflächen mit bestimmten
Krümmungseigenschaften kann auch zur Rekonstruktion von Daten eingesetzt wer-
den (Abb. 2.17).

Die in [Xu, 2004] gezeigten Rekontruktions- bzw. Modellierungsmethoden erfor-
dern neben der Beschreibung der globalen Krümmungseigenschaft zusätzlich die
Angabe einer oder mehrerer Berandungskurven sowie die Angabe der Stetigkeit an
Übergängen zwischen zu erzeugenden und bereits bestehender Flächenbereichen.
Eine Analyse der approximierten Krümmungsinformation kann auch zur Identifi-
kation von krümmungsrelevanten Geometrieeigenschaften, z.B. Kanten, sowie dem
Erkennen verrauschter Oberflächenbereiche, z.B. Spitzen, dienen. Durch eine so
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(a) Randkurven (b) Initiale Fläche (c) optimierte Fläche

Abbildung 2.17: Rekonstruktion bzw. Erzeugung einer Flächen mit krümmungsabhängigen
Eigenschaften [Xu, 2004]

durchgeführte Klassifizierung von Oberflächenpunkten sind dann anisotrope Glät-
tungen von Geometriemodellen möglich [Desbrun et al., 1999; Xu, 2004] (Abb.
2.18).

(a) Oberflächenrauschen (b) isotropisches Glätten (c) anisotropisches Glätten

Abbildung 2.18: Glätten von Oberflächenmodellen [Desbrun et al., 1999]

Ziel dieser Verfahren ist die Erzeugung einer unverfälschten Geometriebeschreibung
bzgl. der tatsächlichen Krümmungseigenschaften auf der Basis eines verauschten
Oberflächenmodells.



3 Bewertung approximierter

Krümmungsinformation

Die Bewertung der Güte der approximierten Krümmungswerte für analytisch
beschreibbare Flächen ist durch Vergleichen tatsächlicher und abgeschätzter
Krümmungswerte möglich. Je nach Abweichung ist dann eine Beurteilung der
Güte des verwendeten Verfahrens möglich. Diese Methode der Überprüfung von
Krümmungsinformation wird unter anderem auf einfachen Geometrien wie z.B. dem
Torus [Hladuvka, 2001] oder auf komplexeren Oberflächen [Goldfeather, 2001]
angewandt. Im Fall einer Krümmungsbestimmung auf Oberflächendaten, die keine
analytische Beschreibung besitzen, kann dieser Vergleich nicht mehr durchgeführt
werden. Die Ermittlung einer Abweichung von einem korrekten Wert entfällt als
Gütemaß zur Beurteilung der Approximierten Krümmungsinformation.

Ziel dieses Kapitels ist die Klassifizierung der zu untersuchenden Eigenschaften bei
der Bewertung von approximierten Krümmungsgrößen. So kann eine Beurteilung
der ermittelten Krümmungsgrößen unter anderem abhängig vom jeweils verwen-
deten Berechnungsverfahren oder aber anhand der eigentlich ermittelten Krüm-
mungsgrößen erfolgen. Im ersten Fall ist zu entscheiden, welche Bedingungen bzgl.
der Approximationsmethode erfüllt sein müssen, um zulässige Krümmungsinfor-
mation zu ermitteln. Bei der Auswertung der berechneten Krümmungsinformation
hingegen kann zwischen der Beurteilung der ermittelten Krümmungsinformation
und der Bewertung der Ergebnisse durch die Anwendung der Krümmungsinformati-
on, d.h. die Umsetzung eines krümmungsbasierten Visualisierungs-, Modellierungs-
bzw. Analyseverfahrens, unterschieden werden.

Eine weitere Methode, Aussagen bzgl. der Güte approximierter Krümmungsinfor-
mation zu treffen, ist durch den Vergleich mit ermittelten Krümmungswerten an-
derer Approximationsverfahren möglich.

3.1 Verfahrensabhängige Eigenschaften

Werden diskrete Geometriemodelle zur Beschreibung kontinuierlicher Geometrien
eingesetzt, sind Aussagen bzgl. tatsächlicher Krümmungsgrößen anhand approxi-
mierter Krümmungsinformation nur möglich, wenn das diskrete Modell die konti-
nuierliche Geometrie korrekt beschreibt. Eine Bewertung, inwieweit sich kontinu-

37
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ierliche und diskrete Geometrie unterscheiden, ist unter anderem durch Methoden
der Signaltheorie möglich, z.B. Frequenzanalyse. Ergebnis einer solchen Analyse der
diskreten Geometriedaten kann dann die Auswahl eines Filterungverfahrens sein,
dessen Anwendung eine geeignetere Beschreibung der kontinuierlichen Geometrie
durch das diskrete Modell liefert.

Zur Bestimmung differentieller Größen für diskrete Geometriebeschreibungen ist der
Einsatz von Rekonstruktionssverfahren zur Ableitungsbestimmung notwendig. Die
ermittelten Ableitungsgrößen sind somit abhängig vom verwendetem Rekonstruk-
tionsverfahren. Hierbei ist also zu entscheiden, welche Vorraussetzungen innerhalb
des Modells erfüllt sein müssen, um anhand des zu verwendenden Rekonstruktions-
verfahren Ableitungsgrößen bestimmen zu können.

Grundlage der Approximationsverfahren sind die Krümmungsberechnungsmetho-
den für parametrisierte bzw. implizite Geometrien (2.11), (2.16), (2.17). Die An-
wendung dieser theoretischen Verfahren auf kontinuierlichen Geometrien erfolgt
unter der Annahme, dass für Punkte, an denen Krümmungsinformation bestimmt
werden soll, eine 2-manigfaltige Umgebung existiert, die diesen Punkt im Inneren
enthält. Diese Umgebungen sind dadurch gekennzeichnet, dass eine homöomorphe
bzw. topologieerhaltende Abbildung dieser Umgebung auf eine Kreisscheibe im R

2

möglich ist [Anderson, 1997]. Somit muss vor der eigentlichen Krümmungsberech-
nung entschieden werden, ob für einen Punkt eine solche Umgebung existiert und
demzufolge Krümmunginformation bestimmt werden kann.

Im Fall der Geometriebeschreibung durch Volumendaten ist zur Identifikation nicht-
2-mannigfaltiger Punktumgebungen die Erzeugung bzw. Angabe einer topologi-
schen Zusammenhangsinformation für die vorliegende Werteverteilung durch das
blockstrukturierte Gitter notwendig. Die beschriebenen Verfahren verwenden unter
anderem zur Bestimmung der Krümmungsgrößen an einem Punkt der Isooberfläche
die Approximation des zugehörigen Gradienten. Da die Berechnung des Gradien-
ten an allen Stellen innerhalb des blockstruckturierten Gitters möglich ist, existiert
auch an jedem Isooberflächenpunkt eine eindeutig bestimmbare Tangentialebene.
Somit setzten die beschriebenen Verfahren 2-manigfaltige Punkte voraus.

Bei der Krümmungsapproximation auf Oberflächengittern ist hingegen die 2-
Manigfaltigkeit einer Punktumgebungen zu überprüfen. So enthält ein Oberflächen-
netz topologische Information bzgl. der enthaltenen Oberflächenpunkte Pi, d.h. es
ist eine Kennzeichnung von benachbarten Punkten auf der gegebenen Oberfläche
möglich. Die Entscheidung, ob für einen Punkt Pi eines Oberflächengitters eine
2-manigfaltige Umgebung existiert, ist durch die Untersuchung zu Pi inzidenter
Kanten und Flächen möglich.

Weiterhin kann die verfahrensabhängige Analyse auch zur Untersuchung der einge-
setzte Rekonstruktionsverfahren zur Ableitungsabschätzung in Abhängigkeit von
der zugrundeliegenden Gitterstruktur dienen. Ergebnisse einer solchen Untersu-
chung sind dann Aussagen bzgl. des Einflusses der Gitterstruktur auf die Ableitun-
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gapproximation. Hierzu ist die Beschreibung desselben Modells durch verschiedene
Gitterstrukturen erforderlich, z.B. unterschiedliche Triangulierungen oder unregel-
mäßige Gitter.

3.1.1 Eigenschaften der Krümmungsapproximation auf

Oberflächen

Zur Approximation von Krümmungsinformation an einem Punkt P durch Surface
Fitting Techniken ist die Auswahl einer geeigneten Passfläche notwendig. Anhand
dieser Passflächenbeschreibung werden dann die Elemente der Weingartenmatrix
bestimmt. Somit ist eine Bewertung der Weingartenmatrix (2.12) bzw. deren
Elemente durch die verwendete Passfläche möglich. Die Eignung einer Passfläche
ist von topologischen und geometrischen Eigenschaften zur Beschreibung von
nhd(Pi) abhängig. Der Vergleich dieser Eigenschaften kann zwischen nhd(Pi) und
der verwendeten Parametrisierung, d.h. nhd(Pi), bzw. der erzeugten Passfläche
durchgeführt werden.

So ist eine korrekte topologische Beschreibung von Punkten aus nhd(Pi) durch den
Erhalt von Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den entsprechenden Knoten, Kan-
ten und Flächen gekennzeichnet. Hierzu ist eine korrekte Umgebungsbeschreibung
von Pi durch nhd(Pi) erforderlich. So zeigt Abb. 2.6(a), dass durch die Auswahl
von Elementen anhand einer euklidischen Metrik eine korrekte Rekonstruktion der
Zusammenhangsinformation in Form von nhd(Pi) nicht garantiert werden kann.

Zur Überprüfung des Erhalts von topologischen Eigenschaften durch eine Parame-
trisierung sind Lagebeziehungen, d.h. Nachbarschaften von entsprecheden Elemen-
ten, d.h. von Knoten, Kanten und Flächen, aus nhd(Pi) und nhd(Pi) zu untersu-
chen. Die Analyse topologischer Eigenschaften der Gitterstruktur auf der Passfläche
hingegen, setzt die Übertragung der Zusammenhangsinformation auf die Passfläche
voraus. Anschließend sind dann die Lagebeziehungen zwischen den abgebildeten
Gitterelementen auf der Passfläche zu bestimmen. Wird eine homöomorphe Ab-
bildung der Parametrisierung, d.h. von nhd(Pi) zur Erzeugung einer Passfläche
verwendet, bleiben die topologischen Eigenschaften der Parametrisierung erhalten.
In diesem Fall ist die Überprüfung, d.h. der Erhalt, der topologischen Eigenschaften
bzgl. der Parametrisierung ausreichend, da durch eine homöomorphe Abbildung der
Erhalt topologischer Beziehungen garantiert wird.

Die beschriebenen Parametrisierungsverfahren nach [Goldfeather, 2001; Eck

et al., 1995] setzten ein 2-manigfaltige Umgebung nhd(Pi) voraus. In diesem Fall ist
also die Existenz einer homöomorphen Abbildung von nhd(Pi) auf eine Kreisscheibe
im R

2 Voraussetzung, um die Verfahren anwenden zu können. In Abb. 3.1 erfolgt
eine Gegenüberstellung einer nicht-2-manigfaltigen und 2-manigfaltigen Umgebung.
Somit ist für die Anwendung der Parametrisierungen ebenfalls die 2-Manigfaltigkeit
der gegebenen Umgebungsbeschreibung nhd(Pi) zu überprüfen.
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P

(a)

P

(b)

Abbildung 3.1: Beschreibung von Punktumgebung mit Kennzeichnung der Randkurve durch
graue Farbhinterlegung, für die in (a) gezeigte Nachbarschaft existiert eine
homöomorphe Abbildung zur Kreisscheibe, in (b) ist eine homöomorphe
Abbildung auf eine Kreisscheibe nicht möglich da die Umgebung durch 2
Randkurven begrenzt wird

Die Bewertung der geometrischen Eigenschaften einer Parametrisierung bzw. einer
Passfläche setzt hingegen die Angabe einer Metrik voraus. Diese Methode entspricht
der Bestimmung eines Unterschieds für nhd(Pi) bzw. für die Passfläche bzgl. eines
durch die Metrik erfassten Abweichungskriteriums. Eine solche Bewertung kann un-
ter anderem durch eine Berechnung der Abweichung zwischen ermittelter Passflä-
che und optimaler Passfläche erfolgen. Eine so durchgeführte Analyse dient somit
zur Bestimmung, inwieweit die Passfläche ein gefordertes Optimierungskriterium
erfüllt. Eine weitere Anwendung von Metriken kann zur Beurteilung von Abbil-
dungseigenschaften verwendet werden, um z.B. Aussagen bzgl. der Isometrie oder
Konformität einer Abbildung zu treffen. Für die Bestimmung von Krümmungsinfor-
mation ist eine solche Untersuchung der Abbildungseigenschaften nicht erforderlich,
da es sich bei Krümmungswerten um parameterinvariante Größen handelt [Stru-

becker, 1969], d.h. für unterschiedliche Parametrisierungen einer Oberfläche sind
die Krümmungswerte identisch.

Die Auswahl einer Passfläche anhand eines Least Squares Problems, entspricht
der Suche nach einer Passfläche mit minimalen quadratischen Abstand bzgl.
der gegebenen Punkte. Das verwendete Optimierungskriterium, die Minimierung
der quadratischen Abstände, kann als Metrik verwendet werden. In diesem
Fall entspricht also das Gütemaß bzgl. des Surface Fitting Kriteriums dem
auftretenden quadratischen Abstand zwischen Original- und entsprechenden
Passflächenpunkten. Im Fall der Erzeugung einer Passfläche nach (2.25) werden
auch die quadratischen Unterschiede zwischen Normalen bei der Berechnung
der Abweichung mit einbezogen. Durch eine solche Untersuchung ist somit eine
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Kennzeichnug bzw. Gütebestimmung von Flächen bzgl. der Punkte aus nhd(Pi)
möglich.

Die Parametrisierung von nhd(Pi) durch eine Projektion [Goldfeather, 2001]
erfolgt ohne Beachtung der gegebenen Zusammenhangsinformationen. Somit ist in
diesem Fall eine Überprüfung einer kreuzungsfreien Abbildung, d.h. einer Isomor-
phie von nhd(Pi) und nhd(Pi), notwendig. Zur Beurteilung ob nhd(Pi) und nhd(Pi)
isomorphe Graphen sind, ist somit der Erhalt von Nachbarschaftsinformation zwi-
schen entsprechenden Elementen beider Graphen zu überprüfen.

Eine andere Variante die topologische Korrektheit einer projektiven Parametrisie-
rung [Goldfeather, 2001] zu garantieren, ist durch den Vergleich des Winkels
zwischen Normale an einem zu projizierenden Punkt N(Pj) mit Pj ∈ nhd(Pi)
und Ebenennormale bzw. Projektionsrichtung N(Pi) möglich. So gilt, dass für
α(N(Pj), N(Pi)) > π

2
, eine topologieerhaltende Parametrisierung von nhd(Pi) durch

nhd(Pi) nicht garantiert werden kann. Innerhalb lokaler Koordianten sind die Nor-
malen an kritischen Punkte durch eine negative z-Komponente gekennzeichnet.

Durch die Approximation geodätischer Polarkoordinaten nach [Welch und Wit-

kin, 1994] für nhd(Pi) = star(Pi) hingegen ist eine kreuzungsfreie Abbildung von
nhd(Pi) bzw. star(Pi) auf nhd(Pi) garantiert. Diese Art der Parametrisierung lie-
fert somit immer korrekte Nachbarschaftbeschreibungen innerhalb der Parameter-
ebene.

Auch das Verfahren der Generierung einer topologieerhaltenden Abbildung von
nhd(Pi) nach [Eck et al., 1995] liefert i.a. eine isomorphe Abbildung von nhd(Pi) auf
nhd(Pi). Die Isomorphie einer solchen Abbildung ist abhängig von dem verwendeten
Verfahren zur Bestimmung des Skalierungsfaktors ρj,k. Im Falle ρj,k = 1 bleiben
topologische Eigenschaften erhalten. Wird hingegen eine andere Skalierung. d.h.
ρj,k �= 1 bevorzugt, ist die Isomorphie nhd(Pi) auf nhd(Pi) nicht garantiert. In
[Eck et al., 1995] werden andere Werte für ρ verwendet mit dem Ziel einer
möglichst konformen Abbildung von nhd(Pi) in die Parameterebene. So wird in
[Eck et al., 1995] darauf hingewiesen, dass in 0.003 % der generierten planaren
Beschreibungen mit ρj,k �= 1 durch die Approximation einer topologischen korrekten
Parametrisierung von nhd(Pi) keine Isomorphie auftrat. Da Krümmungsgrößen
parameterinvariante Werte sind, kann die Bestimmung einer Parametrisierung mit
ρj,k = 1 durchgeführt und zur Generierung von Passflächen eingesetzt werden.

Zur Bewertung von approximierter Krümmungsinformation auf Oberflächenmodel-
len durch Curve Fitting Techniken hingegen ist einerseits eine Untersuchung der
verwendeten Approximation der Normalenkrümmungen erforderlich. Andererseits
ist aber auch die Beurteilung der Elemente der Weingartenmatrix möglich. Hierzu
kann die Eignung der Weingartenmatrix bzgl. der approximierten Normalenkrüm-
mungen in die entsprechenden Richtung überprüft werden. Für die Ermittlung der
Normalenkrümmung für eine inzidente Kante an einen Punkt Pi ist wiederum de-
ren Projektion in die Tangentialebene von Pi erforderlich. Hierzu ist wiederum zu
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überprüfen, ob durch die Projektion eine geeignete Beschreibung des Kurvenver-
lauf innerhalb der Tangentialebene erfolgt. In den vorgestellten Verfahren [Taubin,
1995; Barr et al., 2002; Goldfeather, 2001] wird die Abschätzung von κN ei-
ner Flächenkurve in Richtung PiPj anhand eines Kreises approximiert. Somit ist
ein Maß für die Güte der so durchgeführten Abschätzung der Normalenkrümmung,
eine Metrik, die die Abweichung des tatsächlichen und dem durch den verwendeten
Kreis beschriebenen Kurvenverlaufs erfasst. Zur Abschätzung dieser Abweichung
kann unter anderem die Differenz von Flächeninhalten von Kreisabschnitt und
Dreieck aus Abb. 2.7 eingesetzt werden. Die Erzeugung der Elemente der Wein-
gartenmatrix durch ein Least Squares Verfahren, liefert somit Elemente für die
die quadratische Abweichung zwischen bestimmbarer und approximierter Norma-
lenkrümmung in die entsprechende Richtung minimiert wird. Diese Abweichung
kann somit auch zur Beurteilung Weingartenmatrix verwendet werden. Dies ent-
spricht dann einer Gütebestimmung der verwendeten Weingartenmatrix bzgl. der
approximierten Normalenkrümmengen.

3.1.2 Eigenschaften der Krümmungsapproximation innerhalb

von Volumendaten

Für die Bewertung einer Filterfunktion h3D zur Rekonstruktion von Werten bzw.
nter Ableitungen eines Volumensignals werden unter anderem Untersuchungen
der Filterfunktion im Orts- und Frequenzraum vorgeschlagen [Möller et al.,
1997; Marschner und Lobb, 1994; Bentum et al., 1996]. Die Beschreibung
der Verfahren zur Beurteilung von 3D-Filterfunktionen in [Möller et al., 1997;
Bentum et al., 1996] erfolgt bzgl. separierbarer Filter h3D. So werden Gütemaße
anhand der einzelnen Tensorproduktfunktionen, d.h. von 1D-Filten, definiert.
In [Bentum et al., 1996] wird gezeigt, dass durch eine Filterung mit der
nten Ableitung des sinc Filters, sincn, eine ideale nte Ableitungsrekonstruktion
möglich ist. Als ein Maß für die Güte einer Filterfunktion h wird dann die
Abweichung zwischen der verwendeten h und der entsprechenden sincn Funktion
im Frequenzraum untersucht. In [Möller et al., 1997] werden Gütekriterien für
Filterfunktionen im Ortsraum gegeben. Für die vorgestellte Untersuchung wird die
Abtastung eines kontinuierlichen Signals f(t) durch N Abtastwerte fk, 0 ≤ k ≤ N
vorausgesetzt. Zur Beschreibung des rekonstruierbaren Wertes fh

r (t) an der Stelle
t durch eine Filterung mit h wird folgende Formel anhand der Definition einer
Konvolution hergeleitet

fh
r (t) ≈

N∑
i=0

ah
i (τ(t))f (i)(t) + rw

N(τ(t)) (3.1)

Die Koeffizienten ah
i (τ(t)) aus (3.1) sind filterabhängige Größen und können zur

Definition von Filterkriterien eingesetzt werden. So wird in [Möller et al., 1997]
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zur Charakterisierung eines brauchbaren nten Ableitungsfilters die Abweichung
von ah

n(τ(t)) = 1 unter der Bedingung das rw
N(τ(t)) = 0 sowie ah

i (τ(t)) =
0, i �= n gilt. In [Marschner und Lobb, 1994] hingegen erfolgt die Definition
von 3D-Filtermetriken bzgl. eines 3D-Frequenzraumes. Es werden drei Metriken
zur Erfassung des durch die Filterung entstehenden Aliasing, Smoothing sowie
Ringing Effekts gegeben. Ergebnis der beschriebenen Filteranalyse-Ansätze ist
die Empfehlung zur Ableitungsapproximation durch die Faltung mit einem BC-
Cubic-Spline Filter. Die Untersuchungen und Bewertung von Filtern aus [Möller

et al., 1997; Marschner und Lobb, 1994; Bentum et al., 1996] zeigen auch,
dass Zentrale Differenzen, Trilineare Interpolation sowie Gauß- und gefensterte
sinc(n) Filter hingegen nur eingeschränkt zur Rekonstruktion von Werten bzw. nter
Ableitungen einsetzbar sind.

3.2 Ergebnisabhängige Eigenschaften

Die Bewertung der approximierten Krümmungsgrößen kann qualitativ und quanti-
tativ erfolgen. Die qualitative Beurteilung setzt die Anwendung einer krümmungs-
basierten Darstellungstechnik voraus. Anhand der generierten Darstellung sind
dann einerseits Aussagen bzgl. der Güte der approximierten Krümmungsinforma-
tion möglich. Andererseits kann aber auch die eigentliche Darstellungstechnik be-
wertet werden. Die quantitative Analyse ermittelter Krümmungsgrößen hingegen
ist gekennzeichnet durch die Bestimmung von krümmungsabhängigen Größen, die
zur Erfassung einer messbaren Krümmungseigenschaft dienen. Eine Beurteilung
der Güte der Krümmungswerte kann dann durch den Vergleich dieser Größen er-
folgen. Verfahren zur Approximation von Krümmungsgrößen liefern skalare und
vektorielle Werte für einen Oberflächenpunkt. Da sich die Anforderungen an diese
beiden Wertetypen unterscheiden, erfolgt eine Trennung in die Beurteilung skalarer
und vektorieller Werte. Anschließend wird noch auf die qualitativen Bewertung von
krümmungsbasierten Darstellungstechniken eingegangen.

3.2.1 Skalare Krümmungswerte

Durch skalare Krümmungswerte können geometrische Eigenschaften an einem
Punkt Pi überprüft werden. So ist unter anderem eine Identifikation von Kanten und
Furchen auf einer Oberfläche durch die Analyse dieser Werte möglich. Die Identifi-
kation dieser Punkte erfolgt durch Bestimmung auffälliger lokaler Änderungen von
skalaren Krümmungswerten. So sind homogene Bereiche durch eine konstante bzw.
kontinuierliche Verteilung der Krümmungswerte gekennzeichnet. Innerhalb dieser
Bereiche treten keine Kanten und Furchen auf. Somit ist eine Beurteilung der ska-
laren Krümmungsgüte anhand ihrer Verteilung auf der Oberfläche durchführbar. So
kann innerhalb homogener Bereiche von einer konstanten bzw. kontinuierlichen Ver-
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PiPj

Li

Pk

Abbildung 3.2: Lagrange-Polynomial Li für eine Flächenpunkt Pi

teilung ausgegangen werden. Im Gegensatz zu Bereichen wo Kanten oder Furchen
auftreten, die durch eine nicht-konstante Verteilung von Krümmungswerten gekenn-
zeichnet sind. Diese Analyse einer Verteilung setzt die Berechnung und Ableitung
der zu untersuchenden Krümmungsgröße an jedem Oberflächenpunkt voraus. Dies
ist durch die Definition eines Skalarfeldes auf der Oberfläche möglich. Die Definition
eines solchen Feldes kann in Form von (2.18) erfolgen, d.h. eine Beschreibung, in
welcher Form der entsprechende Krümmungswerte an einer beliebigen Stelle P auf
der triangulierten Oberfläche rekonstruiert werden kann, wobei gilt, dass der ent-
sprechende Krümmungswert in Pi interpoliert wird. Ein Maß für die Stetigkeit einer
so definierten Funktion ist durch die Bestimmung der Größe bzw. Länge des Gradi-
enten ∇w(P ) möglich. In [Polthier, 2002] erfolgt die Definition von Skalarfeldern
auf triangulierten Oberflächen durch:

w (P ) =
∑

wiLi (P ) (3.2)

In (3.2) ist durch Li eine lineare Lagrange - Basis - Funktion bezeichnet (Abb.
3.2). Durch wi wird der skalare Krümmungswert erfasst, für den durch (3.2) eine
Verteilung erfolgt, d.h. wi an Pi entspricht einer Größen: κ1, κ2, H,K. Anhand
der Beschreibung einer Werteverteilung durch (3.2) erfolgt eine Interpolation der
skalaren Krümmungswerte, da Li(Pj) = δij gilt. Die Bestimmung des Gradienten
des durch (3.2) beschriebenen Skalarfeldes an einer beliebigen Oberflächenposition
P ist durch:

∇w (P ) =
∑

wi∇Li (P ) (3.3)

gegeben. Im Fall linearer Lagrange-Basis-Funktionen tritt keine Gradientenände-
rung innerhalb eines Dreiecks auf, d.h. die Lokalisation eines Punktes P innerhalb
eines Dreiecks T reicht aus, um den zugeörigen Gradienten ∇w (P ) zu bestimmen.
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Somit kann für (3.3) auch folgende dreiecksabhängige Form ∇w (P )T gegeben wer-
den:

∇w (P )T =
∑ 1

A
(
TPi,Pj ,Pk

)κiJci (3.4)

In (3.4) ist durch ci die gegenüberliegende Seite des Punktes Pi bezeichnet.
Durch J wird ein Operator gekennzeichnet, der die Dreieckseite ci um π/2 ins
Innere des Dreiecks rotiert. Wird eine Beschreibung des Skalarfeldes, d.h. die
Verteilung einer skalaren Krümmungsgröße in Form von (3.2) angenommen, kann
die Stetigkeit anhand der Länge des Gradienten aus (3.4) bestimmt werden. Durch
die Untersuchung der Verteilung eines skalaren Krümmungswertes anhand von
Gradienteninformation ist neben der Überprüfung einer stetigen Verteilung auch
die Lokalisation von Dreiecken an Oberflächenkanten möglich. Hierzu kann die
Gradienteninformation für max(|κ1|, |κ2|) genutzt werden.

Liegen hingegen Informationen bzgl. der zu erwartenden lokalen bzw. globalen
Krümmungseigenschaften der zu untersuchenden Geometrie vor, so bietet sich de-
ren Überprüfung anhand der approximierten Krümmungswerte an. Die Bewer-
tung von krümmungsabhängigen Eigenschaften wird unter anderem in [Hertz-

mann und Zorin, 2000] zur Auswahl zuverlässiger Punkte oder in [Rössl et al.,
2000a] zur Klassifizierung von Punkten auf Merkmalslinien eingesetzt. Auch in
[Hladuvka, 2001] werden Krümmungsinformationen zur Darstellung geometri-
scher Eigenschaften genutzt (Abb. 2.9). Geometrische Eigenschaften der Fläche im
Punkt P werden anhand der ermittelten Krümmungsinformation bestimmt, d.h.
es ist die Formulierung einer Eigenschaft prop(Pi) bzw. prop(nhd(Pi)) in Abhän-
gigkeit von den zur Verfügung stehenden Krümmungsinformation, d.h. z.B. von:
κ1, κ2, H,K, tkappa1

, tκ2
, notwendig. Die Auswertung von prop liefert 1 für alle Punk-

te Pi, die das Eigenschaftskriterium erfüllen. Unter anderem können folgende Ei-
genschaftskriterien für Oberflächenpunkte eingesetzt werden (Abb. 2.3):

• elliptisch:

– propplane =

{
κ1 ≈ 0, κ2 ≈ 0 1
sonst 0

– propspherical =

{
κ1 ≈ κ2 ∧ κ1 �= 0 ∧ κ2 �= 0 1
sonst 0

• zylindrisch:

– propcylindric =

{
max (|κ1| , |κ2|) > 0 ∧ min (|κ1| , |κ2|) ≈ 0 1
sonst 0

• hyperbolisch:

– prophyperbolic =

{
max (κ1, κ2) > 0 ∧ min (κ1, κ2) < 0 1
sonst 0
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Durch prop(Pi) ist dann eine Klassifizierung der Punkte Pi bzgl. der Eigenschaf-
ten möglich, d.h. die Angabe einer Menge X von Oberflächenpunkten Pi, für die
gilt X = {Pi |prop(Pi) = 1}. Die Abschätzung, inwieweit Pi das untersuchte Eigen-
schaftskritrium erfüllt, erfordert die Angabe eines oder mehrerer Vergleichswerte ε
zur Abschätzung des ≈ Operators. So wird in [Hertzmann und Zorin, 2000] zur
Identifikation parabolischer Punkte, d.h. zur Bestimmung von propcylindric(Pi) = 1,
(2.53) mit εratio und εreliable zur Bewertung vorgeschlagen. Durch die Auswahl zu
erkennender Punkte für prop(Pi) = 1 sowie die Angabe von Referenzwerten für
die ε-Werte sind dann Aussagen bzgl. Korrektheit einer Krümmungsapproximation
möglich. So sind aufgrund der Abweichung der notwendigen ε-Werte zur Identifi-
kation aller erforderlichen Punkte von zu erwartenden ε - Werte Beurteilungen der
Güte der Krümmungsinformation möglich. Bei der Auswahl der Referenzwerte ist
also vorab eine Abschätzung der Krümmungswerte auf der Oberfläche notwendig.

t�1

t�2

(a)

t�1
t�2

(b)

Abbildung 3.3: 2 unterschiedliche zylindrische Umgebung in (a) ist der zu erwartende Quotient
zur Berechnung von propcylindric kleiner als in (b), da in (a) eine größerer Wert
von max(|κ1| , |κ2|) auftritt

Durch eine solche Klassifizierung bzw. Einteilung der Punkte in deren Zugehörigkeit
zu einer Eigenschaftsmenge X bzw. Y ist ein weiteres Kriterium der Güte
einer Krümmungsapproximation durch die Disjunktheit dieser Eigenschaftsmengen
gegeben. So liegt im Fall von X ∩ Y = ∅ eine eindeutige Beschreibung der Punkte
Pi bzgl. der durch X und Y erfassten Eigenschaften vor.

3.2.2 Vektorielle Krümmungswerte

Für die Generierung von Schraffurmustern auf Oberflächen ist die Definition eines
tangentialen Vektorfeldes w(P ) = t ∈ R

3 bzgl. der Oberfläche erforderlich,
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d.h. folgendes Skalarprodukt gilt: w(P )N(P ) = 0. Die Beschreibung von Linien
auf Oberflächen entlang eines Richtungsfeldes auf einer Oberfläche erfolgt durch
die Erzeugung von Flächenkurven C für die gilt: Ċ(P ) = w(P ). Diese Kurven
verlaufen somit tangential zur Oberfläche, d.h. es gilt das folgende Skalarprodukt
Ċ(P )N(P ) = 0. Für die Bewertung des resultierenden Schraffurmusters anhand
bestimmter Orientierungen für Pi ist somit die Definition eines tangentialen
Vektorfeldes w(P ) auf der Oberfläche erforderlich. Weiterhin ist die Auswahl
eines Verfahrens zur Generierung von Stromlinien innerhalb dieses tangentialen
Vektordfeldes notwendig, d.h. ein Verfahren zur Erzeugung von Flächenkurven C
für die gilt Ċ(P ) = w(P ).

In [Girshick et al., 2000] wird eine Orientierung der Schraffurlinien entlang der
Hauptkrümmungsrichtungen vorgeschlagen. Hauptkrümmungslinien sind Flächen-
kurven C für die gilt: Ċ = tκ1

bzw. Ċ = tκ2
. Für ein (u, v)-Kurvennetz, das eine

Fläche entlang der Hauptkrümmungsrichtungen durchsetzt, gilt: M = 0 und F = 0
[Schoene, 1975]. Somit ist ein Maß für die Güte der approximierten Hauptkrüm-
mungsrichtungen die Bewertung des daraus resultierenden Kurvennetzes anhand
dieser Größen. Hierzu ist die Angabe eines kontinuierlichen Einheitsnormalenvek-
torfeldes und Bestimmung 1. und 2. Ableitung erforderlich.

Der in [Hertzmann und Zorin, 2000] beschriebene Ansatz zur Generierung
eines Schraffurmusters hingegen ist durch die Forderung nach einem möglichst
konstantem Vektorfeld gekennzeichnet. Ein solches Orientierungsfeld ist das
Ergebnis des Optimierungsproblems (2.54), das zur Minimierung der Verdrehung
benachbarter Orientierungen dient. Durch den Einsatz des Verfahrens von
[Hertzmann und Zorin, 2000] ist ebenfalls die Orientierung von Texturen auf
gekrümmten Oberflächen möglich [Praun et al., 2001]. Die Ergebnisse beider
Arbeiten zeigen, dass sich eine an diesem geglätteten Feld orientierte Schraffur gut
zur Beschreibung von Oberflächen eignet. Die Ausrichtung der Orientierung nach
[Hertzmann und Zorin, 2000] erzeugt ein Orientierungsfeld das in zylindrischen
Bereichen den Hauptkrümmungsrichtungen entspricht. In nicht-parabolischen
Bereichen hingegen soll der Verlauf der Schraffurlinien möglichst konstant sein.
Dies wird erreicht durch die Bedingung, dass die Schraffurlinien innerhalb dieser
Bereiche geodätischen Verlauf besitzen, d.h. κG = 0.

In [Polthier, 2002] werden zur Charakterisierung gerader geodätischer Linien auf
triangulierten Oberflächen folgende Kriterien vorgeschlagen:

• gerader Verlauf innerhalb eines Dreiecks

• beim Übergang an Kanten gilt θr = θl (Abb. 3.4)

Somit ist eine Bewertung des geodätischen Verlaufs der Schraffurlinien innerhalb
nicht-parabolischer Bereiche anhand der Überprüfung dieser Eigenschaften mög-
lich.
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Abbildung 3.4: Beschreibung des Verlaufs einer geodätischen Linie an einer Kante auf einer
triangulierten Oberfläche

Eine qualitative Variante der Beurteilung eines Orientierungsfeldes ist durch die
Darstellung der ermittelten Richtungspaare an einem Punkt Pi möglich. Eine solche
Abbildung kann dann zur Bewertung des zu erwartenden Schraffurmusters dienen.
Hierbei erfolgt die Bewertung des Orientierungsfeldes unter anderem in Abhängig-
keit von der Verdrehung benachbarter Orientierungen. So ist ein homgenes Feld
durch kleinere Verdrehungen benachbarter Orientierungen gekennzeichnet. Weiter-
hin ist bei der Beurteilung des Orientierungsfeldes der beschriebene Verlauf in zylin-
drischen Bereichen zu beachten. Innerhalb dieser Bereiche entspricht eine geeignete
Ausrichtung einer Orientierung entlang der Hauptkrümmungsrichtungen. Die quali-
tative Beurteilung der Orientierungsfelder entspricht somit einer Untersuchung der
Ausrichtungen innerhalb erkennbarer zylindrischer und nicht-zylindrischer Berei-
che.

3.2.3 Vergleich von Bildern

Die Bewertung von Darstellungen kann anhand von Expressivität und Effektivität
[Schumann und Müller, 2002] erfolgen. Expressive Bewertungen sind unter ande-
rem durch den Vergleich von wahrgenommenen und tatsächlichen Oberflächeneigen-
schaften möglich. Eine Analyse der Effizienz einer so erzeugten Darstellung setzt die
Angabe eines Kriteriums bzgl. dessen die Effizienz überprüft werden soll voraus. Im
Fall einer Beurteilung von Krümmungsinformation sind somit krümmungsrelevante
Maßstäbe zu definieren anhand derer die Abbildung untersucht wird. Ein möglicher
Vergleichsmaßstab kann die Größe des notwendigen Bereichs einer Oberflächen-
beschreibung innerhalb einer Darstellung zur korrekten Oberflächenwahrnehmung
sein. Dann kann aufgrund von krümmungsbasierten Darstellungstechniken, z.B.
Schraffur oder Merkmalslinien, untersucht werden, ob sich durch die Anwendung
dieser Techniken der notwendige Bereich minimieren lässt. Da die Motivation für die
Anwendung von Krümmungsinformation die handgezeichnete Darstellungen sind,
kann auch eine Gegenüberstellung künstlich generierten Ilustrationen und den er-
warteten Abbildungen Originalabbildungen zur Bewertung eingesetzt werden. Hier-



3.3 Techniken zum Vergleich ergebnisabhängiger und verfahrensabhängiger

Eigenschaften
49

bei sind dann unter anderem krümmungsabhängige Einfärbungen, Orientierung von
Schraffurlinien oder der Verlauf von Merkmalslinien zu vergleichen. Ebenso können
Aussagen bzgl. der Krümmungsinformation unterschiedlicher Approximationsme-
thoden anhand der generierten Darstellungen getroffen werden. Dies entspricht dem
Vergleich von erzeugten Bildern durch die gleiche Darstellungstechnik mit Krüm-
mungsinformation unterschiedlicher Verfahren. Eine Gegenüberstellung von Dar-
stellungen zur Beurteilung von Krümmungsinformation erfordert somit Definition
eines Begriffssystem dass die zu untersuchenden Eigenschaften erfasst.

3.3 Techniken zum Vergleich ergebnisabhängiger und

verfahrensabhängiger Eigenschaften

Innerhalb dieses Abschnitts erfolgt die Vorstellung eines Konzepts, um Krümmungs-
informationen unterschiedlicher Verfahren berechnen und anschließend bewerten zu
können. Hierbei soll unter anderem auf die Möglichkeiten eingegangen werden, die
Eigenschaften aus den vorangegangenen Abschnitten anhand von Visualisierungs-
techniken zu überprüfen. Das entwickelte Konzept soll dazu dienen, eine einfache
Klassifikation der Gütekriterien zu ermöglichen, d.h. festzulegen welche Eigenschaft
der untersuchten Krümmungsinformation durch die Bewertung erfasst wird.

3.3.1 Histogramm und Farbverläufe

Bei einer Einschätzung von skalaren bzw. vektoriellen Krümmungsergebnissen ist
zu entscheiden, in welcher Form sich die Krümmungswerte durch eine Visualisierung
effizient analysieren lassen. Hierzu werden Histogramme und Farbverläufe verwen-
det. Durch ein Histogramm erfolgt eine Beschreibung der Häufigkeitsverteilung der
abgebildeten Werte. Mit Hilfe einer solchen Verteilungsbeschreibung können dann
globale Eigenschaften der Werte untersucht werden. So können einerseits Aussa-
gen bzgl. des auftretenden Durchschnitts und der Varianz getroffen werden. Ande-
rerseits ermöglicht ein Histogramm die Identifikation von extremen Abweichungen.
Durch die Abbildung von Werten auf Farbe und anschließender Darstellung können
hingegen Aussagen bzgl. lokaler Verteilung von Werten getroffen werden. Diese Art
der Untersuchung entspricht dem Vergleich von Werten bzw. den entsprechenden
Farben innerhalb eines Gebietes. Bei der Beschreibung der Werte durch Farbe kann
noch zwischen einer konstanten und nicht-konstanten Farbabbildung unterschieden
werden. So lassen sich anhand einer konstanten Abbildung von Werten innerhalb
eines Intervalls zusammenhängende Bereiche bzgl. dieses Wertes kennzeichnen.
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Abbildung 3.5: Beschreibung der Bereiche innerhalb eines Histogramms zur Beurteilung geome-
trischer Eigenschaften der Oberflächenpunkte, (a) Histogramm der Gauß’schen
Krümmung Kennzeichnung der Bereiche für hyperbolische, elliptische und pa-
rabolische Bereiche (Abb. 2.3), (b) Kennzeichnung der Bereiche für planare,
kugelige und zylindrische Punkte innerhalb der (κ1,κ2) Ebene, die Breiche be-
schreiben die in Abb. 2.10 illustrierten geometrischen Punktumgebungen

3.3.2 Skalare Krümmungsinformation

Zur Untersuchung bzw. Beurteilung von skalarer Krümmungsinformation können
1D- und 2D-Histogramme eingesetzt werden. Die Beschreibung der Verteilung ska-
larer Krümmungswerte, d.h. von κ1, κ2, H,K durch ein 1D-Histogramm ermöglicht
Aussagen bzgl. der Kontinuität. So sind Diskontinuitäten einer Krümmungsgrö-
ße innerhalb einer solchen Verteilungsbeschreibung durch das Auftreten getrennter
Bereiche gekennzeichnet. Weiterhin ermöglicht ein 1D-Histogramm der Länge des
Gradienten nach (3.4) die Beurteilung einer stetigen bzw. kontinuierlichen Vertei-
lung der Krümmungsgröße, für die der Gradient pro Dreieck ermittelt wurde. In
diesem Fall sind unstetige bzw. nicht kontinuierliche Verteilungen durch einen ho-
hen Wert der Gradientenlänge gekennzeichnet.

Die Beurteilung globaler Eigenschaften der geometrische Merkmale von Oberflä-
chenpunkten ist anhand von 1D - Histogrammen und 2D - Histogrammen möglich.
Die Beschreibung der Werteverteilung von K anhand eines 1D-Histogramms kann
zum Treffen von Aussagen der geometrischen Eigenschaften von Punkten genutzt
werden (Abb. 2.3). Zur Beurteilung globaler geometrischer Eigenschaften eignet sich
aber auch das 2D-Histogramm zur Beschreibung der Verteilung von Wertepaaren
κ1 und κ2 (Abb. 3.5). Die Untersuchung der geometrischen Eigenschaften anhand
eines (κ1, κ2) - Histogramms lässt im Vergleich zum K-Histogramm noch eine dif-
ferenziertere Unterscheidung der geometrischen Eigenschaften zu . So sind durch
die Abbildung der Hauptkrümmungswerte in ein solches 2D-Histogramm dann un-
ter anderem konkave und konvexe Bereich erkennbar. Weiterhin ist eine Trennung
elliptischer Punktumgebungen, d.h. K > 0, in kugelige und nicht-kugelige Nach-
barschaften möglich. Auch parabolische Umgebungen, d.h. K = 0, sind durch ein
(κ1, κ2) - Histogramm noch in zylindrische und planare Gebiete unterscheidbar.
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Weiterhin können Aussagen bzgl. der Größe des auftretenden Radius innerhalb ei-
ner zylindrischen Nachbarschaft getroffen werden. Durch ein (κ1, κ2) - Histogramm
ist somit eine einfache Rekonstruktion der durch das Wertepaar κ1, κ2 erfassten
geometrischen Eigenschaft (Abb. 2.10) möglich.

Die Beschreibung der Verteilung von skalaren Krümmungsgrößen anhand von
Farbabbildung hingegen läßt Untersuchungen bzgl. lokaler stetiger bzw. kontinuier-
licher Verteilungen zu. So sind bei geeigneter Farbabbildung extreme Verteilungsän-
derungen durch starke Farbschwankungen gekennzeichnet. Weiterhin ermöglicht die
Farbzuordnung die Identifikation von Punkten mit gleichen bzw. ähnlichen geome-
trischen Eigenschaften. Durch eine Abbildung der geometrischen Eigenschaft eines
Punktes auf Farbe ist die Verteilung von Punkten mit dieser Eigenschaft auf der
Oberfläche darstellbar.

Sollen hingegen geometrische Eigenschaften überprüft werden, ist eine Abschätzung
bzw. Angabe der zu erwartenden skalaren Größen notwendig. Aufgrund der auftre-
tenden Abweichung zwischen approximierten und erwarteten Werten ist dann eine
Bewertung der Krümmungsgüte möglich. Die Abschätzung von Krümmungswerten
kann durch das Verwenden einer Vergleichsgeometrie erfolgen. Die Krümmungsei-
genschaften dieser Vergleichsgeometrie entsprechen dann erwarteten Krümmungs-
eigenschaften. Im Fall der Ermittlung aller Punkte mit zylindrischer Umgebung
ist die Bestimmung der Zugehörigkeit eines Punktes zu propcylindric erforderlich.
Hierzu ist die Angabe von εreliable und εratio notwendig. Die Abschätzung eines
geeigneten bzw. zulässigen Wertes von εreliable kann durch das Einblenden eines Zy-
linders erfolgen. Für den Radius r dieses Zylindders gilt dann 1/r = εreliable, d.h.
durch diesen Radius erfolgt die Abschätzung des zu erwartenden absoluten maxima-
len Hauptkrümmungswertes, da zur Bestimmung ob P∈propcylindric, die Bedingung
1/r = εreliable < max(|κ1|, |κ2|) erfüllt sein muß. Wird dann eine Zugehörigkeitsbe-
stimmung für verschieden εratio durchgefürt, können die Punkte für die mit einem
hohen Wert von εratio gilt, dass P∈propcylindric, als zylindrisch bzgl. der geforderten
zylindrischen Umgebung klassifiziert werden.

3.3.3 Vektorielle Krümmungsinformation

Zur qualitativen Beurteilung eines Schraffurmusters anhand der ermittelten Orien-
tierungen an den Punkten Pi der Oberfläche ist eine geeignete Beschreibung dieser
vektoriellen Größen erforderlich. Eine verdeckungsfreie Darstellung der Orientierun-
gen ist durch die Beeinflussung der darzustellenden Oberflächenbereiche möglich.
So kann durch eine kombinierte Darstellung von backfacing Dreiecken und Orien-
tierungen an frontfacing Punkten Pi eine Beschreibung des Orientierungsfeldes für
den sichtbaren Oberflächenbereich erzeugt werden.
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3.3.4 Konzept

Die vorgestellten überprüfbaren verfahrensabhängigen und ergebnisabhängigen Ei-
genschaften lassen sich in dem in Abb. 3.6 folgenden Konzept zusammenfassen.
Hierbei bezeichnen die Rohdaten, die eigentlichen Abtastwerte, aus denen die Geo-
metriedaten erzeugt werden. Geometriedaten können unter anderem gegitterte, z.B.
triangulierte, Oberflächenmodelle oder Volumendaten sein. Für diese Geometrie-
beschreibungen wird eine Approximation der Krümmungsgrößen durchgeführt, d.h.
an jedem Oberflächenpunkt liegt Krümmungsinformation vor. Diese Werte werden
dann zur Anwendung eines krümmungsbasierten Darstellungs -, Modellierungsver-
fahren usw. eingesetzt. Das Ergebnis dieser Verfahren bezeichnet die angewandten
Krümmungsdaten. Die Analysedaten in Abb. 3.6 hingegen bezeichnen eine geeignete

ANALYSE
DATEN

ROHDATEN

GEOMETRIE
DATEN

KRÜMMUNGS
INFORMATION

ANGEWANDTE
KRÜMMUNGS
INFORMATION

Abbildung 3.6: Beschreibung der unterschiedlichen Daten, die bei der Approximation und
Anwendung von Krümmungsinformation auftreten

Beschreibung der zu untersuchenden Daten, um deren charakteristische Merkmale
effizient und korrekt beurteilen zu können. Hierzu eignen sich Farabbildungen für
lokale Eigenschaften und Histogramme für globale Eigenschaften. Die Beurteilung,
d.h. die Analyse, der Krümmungsinformation ist somit aufgrund von Rohdaten,
Geometriedaten, approximierten Krümmungsgrößen bzw. deren Anwendung mög-
lich. Damit ist jetzt eine Klassifikation der vorgestellten Eigenschaften aus den vor-
angegangenen Abschnitten möglich, d.h. es kann entschieden werden, auf welchen
Daten aus Abb. 3.6 sich die Eigenschaft bezieht.

Verfahrensabhängige Eigenschaften dienen zur Beurteilung von Roh- und Geomtrie-
daten. Ergebnisabhängige Eigenschaften dienen hingegen zur Untersuchung ermit-
telter Krümmungsinformation, sowie zur Beurteilung der Resultate krümmungsab-
hängiger Verfahren.
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Die Berechnung von Krümmungsinformation auf diskreten Oberflächenmodellen
setzt einerseits Datenstrukturen zur Beschreibung dieser Geometrien voraus. An-
dererseits sind aber auch Verfahren zur Erzeugung und Beschreibung von Para-
metrisierungen erforderlich. Weiterhin werden Routinen benötigt, die Gleichungs-
systeme der Least Square Probleme zu lösen bzw. zur Minimierung von (2.54).
Neben der eigentlichen Berechnung von Krümmungsinformation ist zur Überprü-
fung lokaler Eigenschaften auch die Darstellung der Modelle erforderlich, sowie die
Anzeige von 1D und 2D Histogrammen zur Untersuchung globaler Eigenschaften.
Weiterhin sollte eine einfache Anwendung bzw. Auswahl der Berechnungs- und Aus-
wertungsmethoden möglich sein, um effizient verschiedenene Verfahren testen und
vergleichen zu können. Eine solche Entwicklungsumgebung bietet das Programm
MevisLab [Hahn et al., 2003]. So ist durch die Einbindung verschiedener Bi-
bliotheken der geforderte Funktionsumfang zur Berechnung und Auswertung von
Krümmungsinformation realisierbar. Weiterhin ermöglicht die in MevisLab vor-
handene Prototyping - Umgebung eine einfache Einbindung bzw. Anwendung der
umzusetzenden Verfahren.

4.1 MevisLab

Die Realisierung der Verfahren erfolgt in MevisLab. Die Funktionen von Mevis-

Lab eignen sich zur effizienten Analyse medizinischer Daten. So kann bei der Soft-
wareentwicklung mit Hilfe von MevisLab auf bereits vorhandene Datenstrukturen
und Algorithmen zurückgegriffen werden. Die Erweiterung des Funktionsumfanges
von MevisLab entspricht der Entwicklung neuer Module, die als Schnittstellen zu
den entwickelten Algorithmen dienen. Die Anwendung existierender Verfahren und
Datenstrukturen erfolgt wiederum durch den Einsatz der entsprechenden Module.
Zur Beschreibung einer Kombination verschiedener Module, d.h. einer Reihenfol-
ge, in der die Anwendung der Verfahren erfolgen soll, wird in MevisLab eine
Prototyping-Umgebung bereitgestellt. Dies ermöglicht die Beschreibung eines Pro-
grammablaufs in Form eines Netzwerks. Netzwerkverbindungen verlaufen zwischen
den Modulen. Somit liefern diese Verbindungen eine Beschreibung des Datenflusses,
d.h. in welcher Reihenfolge die Verfahren auf die Daten angewandt werden.

53
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4.2 Bibliotheken

Die innerhalb der Arbeit verwendeten Bibliotheken und die eingesetzte Funktiona-
lität werden in Tab. 4.1 kurz vorgestellt.

MLWEM und ML Datenstruktur zur Beschreibung diskreter
Oberflächenmodelle, Bereitstellung von Ob-
jekten für Erzeugung und Anzeige von Hi-
stogrammen

SoWEM Erzeugung von 3D Ansichten auf der Basis
von OpenInventor

clapack C-Schnittstelle zu Matrixoperationen der
Fortranbibliothek lapack

L-BFGS-B Fortran-Routine zur Lösung nichtlinearer
Optimierungsprobleme nach [Zhu et al.,
1997]

Tabelle 4.1: Bibliotheken

Die in Tab. 4.1 aufgeführten Bibliotheken stellen eine Reihe von Routinen und
Datenstrukturen zur Verfügung, um eine Krümmungsabschätzung für diskrete
Oberflächen durchzuführen.

4.2.1 MLWEM und ML

Die Einbindung der MLWEM-Bibliothek ermöglicht die Beschreibung von diskre-
ten Oberflächengeometrien durch eine Winged Edge Struktur [Baumgart, 1972].
Diese Struktur enthält einerseits die für eine Krümmungsapproximation notwendige
topologische Information zur Generierung von Parametrisierungen, d.h. es können
unter anderem die Nachbarschaften nhd(Pi) anhand der Zusammenhangsinforma-
tion erzeugt werden. Andererseits ermöglicht die Winged Edge Beschreibung einer
diskreten Geometrie schnelle Zugriffe auf einzelne Elemente, d.h. Knoten, Flächen
und Kanten, des Oberflächengitters. Weiterhin erfolgt durch die verwendete Win-
ged Edge Struktur eine effiziente, d.h. möglichst redundanzfreie, Beschreibung von
Gitternetzen. Zusätzlich zu den Winged Edge Informationen besitzen Knoten noch
Angaben über aller inzidenten Kanten und Flächen. Innerhalb der vorhandenen
Winged Edge Struktur ist das Auftreten von Knoten mit Nicht-2-Manigfaltiger
Umgebung bzgl. des topologischen Radius r = 1 möglich.

Zur Darstellung und Generierung von Histogrammen wurden Strukturen aus der
ML-Bibliothek eingesetzt. So wird zur Beschreibung von 1D Histogrammen entspre-
chende Instanzen der Klasse HistogramObject genutzt. Dessen Darstellung erfolgt
durch die Erzeugung einer Kurve basierend auf Daten aus einem HistogramOb-

ject. Zur Beschreibung bzw. Generierung von Kurven werden Instanzen der Klasse
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(a) (b)

Abbildung 4.1: Beispiele möglicher degenerierter Elemente in der verwendeten Winged Edge

Struktur (a) Kante besitzt 3 inzidente Flächen, (b) Knoten besitzt inzidentes
Dreieck an Knoten, wobei keine inzidente Kante an diesen Knoten existiert, die
dieses Dreieck und ein weiteres inzidentes Dreieck enthält

CurveData genutzt. Eine Konvertierung von Histogrammdaten in Kurvendaten lie-
fert dann darstellbare CurveData-Objekte. Die Erzeugung von 2D-Histogrammen
ist durch Instanzen der Klasse PageImg möglich. Die Verwendung dieser Klasse
ermöglicht die Generierung darstellbarer 2D Felder. Die erzeugten Histogramme
entsprechen dann Grauwertbildern, die zur Beschreibung der Verteilung von Krüm-
mungswerten dienen.

4.2.2 SoWEM

Die SoWEM-Bibliothek stellt den Funktionsumfang der OpenInventor Biblio-
thek [Wernecke, 1994] zur Verfügung. Bei OpnenInvetor handelt es sich um
eine objektorientierte Graphikbibliothek, die auf OpenGL aufsetzt. Die Beschrei-
bung von 3D-Szenen durch openInverntor Objekte erfolgt durch einen Baum,
dem Szenengraphen. Der Szenengraph enthält in Blattknoten die darzustellenden
Objekte, z.B. Linien und Dreiecke. Die inneren Knoten des Baumes werden un-
ter anderem zur Angabe von Transformations- und Materialinformation eingesetzt.
Das Rendern der Objekte entspricht der Traversierung dieses Szenengraphen durch
eine Tiefensuche, wobei die Information der inneren Knoten die Darstellung der Ob-
jekt in den Blattknoten beeinflusst. Zur Darstellung und Untersuchung von Krüm-
mungsinformation werden Instanzen der Klasse SoShape genutzt. Diese Objekte
ermöglichen dann unter anderem die Erzeugung von Linien und Oberflächenbe-
schreibungen durch einzelne Flächen.
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4.2.3 clapack

Diese Bibliothek stellt eine C-Schnittstelle zu den Routinen der fortran-Bibliothek
lapack [Anderson, 1992] dar. clapack Routinen werden vorwiegend zur
Matrizen-Zerlegung eingesetzt, z.B. QR- oder SVD-Zerlegung. Diese Zerlegungen
ermöglichen unter anderem Lösungsbestimmung für über- und unterbestimmte
Gleichungssysteme. Somit sind durch clapack-Routinnen die Lösungen der
Gleichnungssystem der Least Squares - Probleme bestimmbar. Es wird die
Methode dgelss zur Berechnung einer LeastSquares Lösung verwendet, da
diese sowohl für überbestimmte als auch für unterbestimmte Gleichungssysteme
Ergebnisse liefert. Für überbestimmte Gleichungssystem liefert diese Methode
die eindeutig bestimmbare LeastSquares Lösung. Im Fall eines unterbestimmten
Gleichungssystems liefert die Funktion die Lösung mit minimalem Betrag.

4.2.4 L-BFGS-B

Zur Berechnung von Orientierungen der Schraffurlinien, d.h. einer Minimierung
von (2.54), wird in [Hertzmann und Zorin, 2000] die Anwendung des L-BFGS-

B Algorithmus aus [Zhu et al., 1997] vorgeschlagen. Das zu minmierende Problem
enthält keine zusätzlichen Bedingungen, somit kann die von [Zander et al., 2004]
vereinfachte Schnittstelle genutzt werden, um die optimalen Orientierungen zu
bestimmen. Zur Minimierung von (2.54) mit Hilfe des L-BFGS-B Algorithmus ist
dann noch die Berechnung des Wertes und Gradienten von (2.54) für eine gegebene
Konfiguration, d.h. einer aktuellen Ausrichtung der Orientierungen, notwendig.

4.3 Entwickelte Module

Zur Realisierung von verschiedenen Verfahren zur Bestimmung von Krümmungsin-
formation und Auswertung der Verfahren wurden die folgenden Module entwickelt
Tab. 4.2, die die Schnittstelle zu den implementierten Approximations- und Ana-
lysemethoden darstellen.

WEMCurvature Auswahl für Krümmungsoperatoren
WEMCurvatureDiagnosis Auswertung approximierter Krümmungswer-

te
SoWEMCurvatureIllustration Erzeugung eines 3D-Modells zur Untersu-

chung darstellbarer krümmungsbasierter Ei-
genschaften

Tabelle 4.2: Module
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Das verwendete Netzwerk zur Berechnung und Analyse von Krümmungsinformati-
on, d.h. die Einbindung der entwickelten Module innerhalb von MevisLab, wird
in Abb. 4.2 gezeigt.

Das WEMCurvature Modul dient zur Auswahl eines Verfahrens zur Krümmungs-
abschätzung. Für Surface Fitting Verfahren ist noch die Größe des zu parametrisie-
renden Bereichs durch die Angabe eines zulässigen topologischen Radius möglich.
Nach Anwendung des gewählten Verfahrens liegt Krümmungsinformation an jedem
nicht degenerierten Knoten des Oberflächennetzes vor. Weiterhin dient das Modul
zur Initialisierung der notwendigen Variablen von Knoten, Kanten und Dreiecke,
um die Verfahren zur Krümmungsapprioximation anwenden zu können. Auch die
Erzeugung eines geglätteten Orientierungsfeldes nach (2.54) ist mit Hilfe dieses Mo-
duls möglich. Hierzu können dann entsprechende ε Werte zur Kennzeichnung zu-
verlässiger, d.h. zylindrischer bzw. parabolischer, Punkte angegeben werden. Eine
weitere Option ist die Bestimmung des Gradienten und dessen Länge für Dreiecke
bzgl. eines ausgewählten skalaren Krümmungswertes.

Das Modul WEMCurvatureDiagnosis dient zur Auswertung der Krümmungsinfor-
mation. Hierzu können Informationen für Krümmungswerte eines Verfahren oder
der Vergleich von Krümmungswerten zweier unterschiedlicher Verfahren erzeugt
werden. So ist die Anzeige der Minima und Maxima skalarer Krümmungswerte
möglich. Auch geometrische Eigenschaften von Punkten Pi, d.h. die Bestimmung
der Zugehörigkeit zu einer Eigenschaftsmenge, z.B. propcylindric, propspherical und
propplane, sind durch die Funktionen dieses Moduls überprüfbar. Zur Definition
der Eigenschaftsmengen ist die Angabe der entsprechenden ε Werte erforderlich.
Anschließend ist die Anzeige, wie viele Knoten das Eigenschaftskriterium erfüllen,
möglich. Die Farbzuweisung für Knoten kann anhand von Krümmungswerten und
geometrischen Eigenschaften erfolgen. Im ersten Fall ist die Definition eines Inter-
valls und zweier Farben notwendig. Anschließend können die Farben in Abhängig-
keit von der Intervallzugehörigkeit zugeordnet werden. Hierzu kann eine konstante
oder lineare Farbabbildung gewählt werden. Werden hingegen geometrische Eigen-
schaften zur Farbzuordnung verwendet, ist nur die konstante Farbabbildung mög-
lich. Auch für Dreiecke kann eine Farbzuordnung definiert werden. Dies ist dann
bzgl. der Gradientenlänge möglich. Hierzu ist wiederum die Definition eines Inter-
valls und Auswahl einer Farbabbildung, d.h. konstant oder linear, erforderlich. Der
Vergleich von Krümmungsgrößen ist einerseits durch die Anzeige auftretender ma-
ximaler und minimaler Differenzen bzgl. einer skalaren Krümmungsgröße am selben
Oberflächenpunkt Pi möglich. Weiterhin können auch Farbabbildungen in Abhän-
gigkeit von Differenzen definiert werden. Hierzu ist wiederum die Definition eines
Intervalls und Angabe der zu verwendenden Farbabbildung erforderlich. Mit Hilfe
diese Moduls können 1D- und 2D-Histogramme erzeugt werden. Für diese Vertei-
lungsbeschreibung ist neben der Auswahl der zu untersuchenden Krümmungswerte,
d.h. der Achsenbezeichner, noch die Angabe von Ausdehnung und zu verwendender
Auflösung möglich.



58 4 Implementierung

Abbildung 4.2: Beispielnetzwerk zur Krümmungsanalyse mit den erzeugten Modulen: WEM-
Curvature, WEMCurvatureDiagnosis, SoWEMCurvatureIllustration

Das Modul SoWEMCurvatureIllustration kann zur Darstellung von Farbabbildun-
gen und Orientierungsfeldern verwendet werden. Zur Ansichtsgenerierung werden
die in WEMCurvatureDiagnosis bestimmten Merkmale, d.h. entsprechend einge-
färbte Knoten oder Dreiecke, für die Oberflächenbeschreibung verwendet. Die ei-
gentliche Darstellung wird durch die Umwandlung der Winged Edge Struktur in
eine OpenInventor kompatible Geometriebeschreibung realisiert. Zur Erzeugung
von Ansichten der sichtbaren Teile eines Orientierungsfeldes wird die Orientierung
der aktuellen Kamera benötigt. Dies ermöglicht eine Unterscheidung in frontfacing
und backfacing Elemente des Oberflächennetzes. Anschließend kann dann die Dar-
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stellung der backfacing Dreiecke und Orientierungen an frontfacing Punkten auf
der Oberfläche zur Beschreibung des sichtbaren Bereichs des Orientierungsfeldes
verwendet werden. Weiterhin stellt das Modul auch Methoden bereit, lokale Infor-
mation eines Knotens anzuzeigen. So sind Darstellungen der erzeugten Passfläche,
der verwendeten Umgebung nhd(Pi) sowie deren Parametrisierung nhd(Pi), mög-
lich.

4.4 Entwickelte Datenstrukturen

Neben der Anwendung bereits bestehender Datenstrukturen bzw. Methoden aus
existierenden Bibliotheken wurden zur Bestimmung von Krümmungsinformation
die in Abb. 4.3 angegebenen Datenstrukturen bzw. C++-Klassen entwickelt. Mit
Hilfe von Instanzen abgeleiteter CurvatureOP-Klassen ist die Approximation von
Krümmungsinformation an einem Knoten des Oberflächengitters möglich. Die im
Grundlagenkapitel vorgestellten Parametrisierungen können durch Instanzen abge-
leiteter Klassen von Map erzeugt werden. Durch die Generierung von Neighbour-

hood-Objekten sind Umgebungsbeschreibungen nhd(Pi) mit topologischen Metri-
ken möglich.

CurvatureOP Map Neighbourhood

NormalOP

TaubinOP

MaubeugeOP

QuadraticOP

CubicOP

ParametricOP

BiQuadBezOP

ProjectiveMP

PolarGeodesicMP

HarmonicMP

RingTopoNHD
StarNHD

GeometryRoutines CrossField

Abbildung 4.3: implmentierte Klassenstruktur

Die Klasse GeometryRoutines dient als Wrapper -Objekt für eine Reihe von
elementaren Vektor- und Matrixoperationen, z.B. Skalar- und Kreuzprodukt oder
Invertierung von 4x4 Matrizen.

Geglättete Orientierungsfelder können durch Instanzen der Klasse CrossField er-
zeugt werden. Die zur Optimierung von (2.54) notwendigen Methoden stellt diese
Klasse bereit. Zur Initialisierung werden pseudo-parabolische Punkte identifiziert
und Kanten, die Punkte mit zu optimierenden Orientierungen besitzen, gekenn-
zeichnet. Weiterhin besitzt diese Klasse die erforderlichen Methoden zur Lösung von
(2.54), d.h. Berechnung und Gradientenbestimmung von (2.54). Die CrossField-
Routine zur Anwendung des L-BFGS-B nutzt die Schnittstelle von [Zander et al.,
2004].
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Die Verwendung eines Star-Objektes ermöglicht eine Klassifikation der Punkte
bzgl. der direkten Umgebung, d.h. des topologischen Radius r = 1, in 2-
manigfaltig, Randpunkt oder degeneriert. Ein Punkt des Oberflächennetzes wird als
2-manigfaltig erkannt, wenn ein Umlauf entlang von inzidenten Kanten und Flächen
möglich ist und die gegebenen Zusatzinformationenen bzgl. inzidenter Kanten und
Flächen mit den Winged Edge Informationen übereinstimmt. Randpunkte sind
durch das Fehlen einer inzidenten Fläche gekennzeichnet, d.h. der vollständige
Umlauf ist nur aufgrund dieser fehlenden Fläche nicht möglich. Alle anderen Punkte
werden als degeneriert markiert.

RingTopo-Objekte liefern Zusammenhangsinformationen für einen Oberflächen-
punkt Pi, d.h. die Beschreibung von nhd(Pi). Zur Erzeugung eines solchen Objektes
ist die Angabe des Knotens und des zulässigen topologischen Radius erforderlich.
Neben der Kennzeichnung zugehöriger Elemente, d.h. Kanten, Flächen und Knoten,
der Menge nhd(Pi), kann auch auf Randelemente zugegriffen werden. So besitzen
Randkanten eine äußere und innere Fläche. Randknoten sind durch zwei inziden-
te Randkanten gekennzeichnet. Randflächen hingegen enthalten eine Randkante.
Weiterhin gilt, dass Randelemente in Form einer sortierten Liste, d.h. entlang ei-
nes Umlaufssinns, gegeben sind. Die Generierung von Nachbarschaften, für deren
topologischen Radius gilt r > 1, erfolgt bzgl. der sortierten Randpunkte, d.h. ent-
lang eines Umlaufssinns des zuletzt bestimmten Ringes mit topologischem Radius
r−1. Eine Initialisierung erfolgt durch die Bestimmung der star Nachbarschaft. Für
die Korrektheit des Verfahrens ist die Existenz einer einzigen Randkurve Vorausset-
zung. Der Ring wird um die Elemente, d.h. Knoten, Kanten und Dreiecke, erweitert,
die sich innerhalb der star Nachbarschaften von Randpunkten befinden (Abb. 4.4)
und noch nicht als ringzugehörig markiert wurden. Die Erweiterung durch Elemen-
te innerhalb der star Nachbarschaft eines Randpunktes erfolgt durch die Auswahl
eines Umlaufsinns, der dem der Sortierung der Randpunkte entspricht. Nach einem
Umlauf des Randes r− 1-Rings sind alle zugehörigen Elemente der Menge nhd(Pi)
mit topologischem Radius r bestimmt. Anschließend erfolgt noch die Bestimmung
einer sortierten Liste von Randelementen dieses Ringes.

Map-Objekte werden zur Erzeugung der entsprechenden Parametrisierung verwen-
det. Das Ergebnis einer Parametrisierung sind domain Koordinaten im R

2,d.h. in
der Parameterebene, für entsprechende range Koordinaten im R

3. Die Parmetrisie-
rungverfahren, die die Map-Objekte verwenden, sind in Tab. 4.3 aufgeführt.

Map Verfahren
ProjectiveMP Projektion [Goldfeather, 2001]
GeodesicPolarMP geodätische Polarkoordinaten [Welch und Witkin, 1994]
HarmonicMP topologieerhaltende Parametrisierung [Eck et al., 1995]

Tabelle 4.3: Parametrisierungverfahren

Zur Initialisierung eines Map-Objektes ist die Angabe einer zu parametrisierenden
Punktumgebung nhd(Pi) erforderlich. Diese Umgebungsbeschreibung ist durch eine
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Pi

Pi	�

Pi
�

Abbildung 4.4: Erweiterung des Ringes an einem Randpunkt Pi, entlang einer sortierten
Randpunktfolge (. . . , Pi−1, Pi, Pi+1, . . .), Kennzeichnung der Elemente von
star(Pi) durch graue Linien wobei grau gestrichelte Linien bereits eingefügte
Elemente beschreiben, d.h. die entsprechednen Kanten, die Dreiecke die von
diesen Linien begrenzt sind sowie die Anfangs- und Endpunkte dieser Linien

Oberflächenpunkt Pi und den zu verwendenden zulässigen toplogischen Radius r
möglich. Anhand dieser Information wird das entsprechende RingTopo- Objekte
erzeugt, dass dann eine Beschreibung von zugehörigen Elementen zu nhd(Pi) liefert.
Die Bestimmung der domain - Koordinaten (u, v) erfolgt dann abhängig vom zu
verwendenden Parametrisierungsverfahren.
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Die Bestimmung von Krümmungsinformation für einen Oberflächenpunkt Pi ist
durch CurvatureOP-Objekte möglich. Die Verfahren verwenden Map-Objekte, um
die erforderliche Parametrisierung der Punktumgebung zu erzeugen. Die von den
Operatoren zur Krümmungsbestimmung umgesetzte Methoden und verwendete
Parametrisierungsverfahren werden in Tab. 4.4 zusammengefasst.

CurvatureOP Verfahren + verwendete Map-Klasse
NormalOP Curve Fitting nach [Goldfeather, 2001]

ProjectiveMP

TaubinOP Curve Fitting nach [Taubin, 1995]
ProjectiveMP

MaubeugeOP Curve Fitting nach [Barr et al., 2002]
ProjectiveMP

QuadraticOP quadratische Passfläche [Goldfeather, 2001]
ProjectiveMP

CubicOP Kubische-Adjazenz-Normalen-Methode [Goldfeather, 2001]
ProjectiveMP

ParametricOP parametrische Fläche für star(Pi) [Rössl et al., 2000b]
GeodesicPolarMP

BiQuadBezOP biquadratische Bezierfläche [Anshuman Razdan, 2005]
HarmonicMP

Tabelle 4.4: Krümmungsoperatoren

Die Auswahl eines bestimmten Verfahrens zur Approximation von Krümmungs-
information erfolgt durch die Anwendung einer Instanz einer abgeleiteten Klasse
von CurvatureOP. Für Curve Fitting-Verfahren ist zur Initialisierung ist die Anga-
be des Punktes Pi notwendig. Bei Surface Fitting-Verfahren hingegen ist noch die
Beschreibung der Größe des zu parametrieserenden Umgebungsbereichs durch die
Angabe des zulässigen topologischen Radiusses möglich.
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Innerhalb dieses Kapitels werden einige Anwendungsbeispiele der jetzt überprüfba-
ren Eigenschaften von Krümmungsinformation gegeben. Ergebnisse werden anhand
einer durchgeführten Untersuchung der implementierten Verfahren vorgestellt und
analysiert.

5.1 Einsetzbare Techniken

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit umgesetzten und jetzt anwendbaren Ana-
lysetechniken. Hierzu wird anhand einiger Beispiele die Überprüfung lokaler und
globaler Eigenschaften von Oberflächenmodellen aus klinischen Datensätzen de-
monstriert.

5.1.1 Untersuchung von lokalen Eigenschaften

Die Untersuchung lokaler Eigenschaften durch Farbabbildungen von Krümmungs-
information setzt zum einen die Auswahl einer geeigneten Abbildung der Werte auf
Farbe voraus. Zum anderen ist zur Analyse dieser Charaketristika noch die Möglich-
keit der Exploration innerhalb der Daten erforderlich. Ziele einer so durchgeführte
Analyse sind unter anderem:

• Kontinuität: Untersuchung der Verteilung

• Korrektheit: Überprüfen der durch approximierte Krümmungsinformation
beschriebenen geometrischen Eigenschaften

• Unterschiede: Suche nach verfahrensabhängigen Unterschieden anhand des
Vergleichs approximierter Werte an einem Oberflächenpunkt

Die Bestimmung der Korrektheit eines Krümmungswertes setzt das Wissen bzgl.
des richtigen Wertes voraus. Im Fall der vorliegenden segmentierten Daten
liegt kein Vergleichswert vor. Hierzu ist eine Abschätzung des zu erwarteten
Krümmungswertes aufgrund der lokalen Eigenschaften der Geometrie erforderlich.
Zur Bestimmung eines geeigneten Refernzwertes können Vergleichsgeometrien
verwendet werden. Die in Abb. 5.1 vorgestellte Methode dient zur Beschreibung
der dadurch möglichen Beurteilung geometrischer Eigenschaften.

63
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 5.1: Verwendeter Datensatz in (a) Schädel sowie Beschreibung von zu erkennenden
zylindrischen Bereiche durch Einblenden eines Zylinder mit Radius r = 3, d.h.
εreliable ≈ 0.33, als zylindrisch erkannte (b) εratio = 2, (c) εratio = 5, (d)
εratio = 10

Die Beurteilung, inwieweit eine zylindrische Umgebung durch den Krümmungsope-
rator erkannt wird, erfolgt bzgl. der Punkte an einer Schädelkante. Hier wird das
Einblenden eines Zylinder zur Abschätzung von εreliable, d.h. von max (|κ1| , |κ2|),
genutzt. Anschließend erfolgt eine Bestimmung von propcylindric für wachsende Wer-
te von εratio. Wobei zylindrische Punkte durch große Werte von εratio gekennzeichnet
sind.

Eine lokale Überprüfung der Kontinuität einer Verteilung von Krümmungswerten,
ist jetzt unter anderem durch dass Abbilden der Gradientenlänge (3.3) auf Farbe
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möglich. Diese Art der Untersuchung ist auch zur Identifizierung von Bereichen mit
starken Änderungen bzgl. der gewählten Krümmungsgröße geeignet.

(a) (b)

Abbildung 5.2: Beschreibung der Verteilung von ermittelten Hauptkrümmungswerten nach
[Barr et al., 2002] durch eine kontinuierliche lineare Farbzuordnung, d.h. eine
Abbildung des Intervalls 0 < |∇(κi)| < 3 auf einen Farbverlauf von weiß nach
blau, (a) ∇(κ1) und (b) ∇(κ2)

Der Einfluss auf die Verteilungsänderung von skalaren Krümmungswerten bei der
Verwendung erweiterter Nachbarschaften ist unter anderem durch Abbildung der
Gradientenlänge ∇(max(|κ1|, |κ2|)) auf Farbe möglich (Abb. 5.3).

(a) (b)

Abbildung 5.3: Beschreibung der Verteilung skalarer Krümmungswerte durch Gradientenlänge,
d.h. von ∇(max(|κ1|, |κ2|)), Dreiecke in denen die Gradientenlänge > 0.1 ist
sind blau eingefärbt, (a) QuadraticOP mit r = 1 (b) BiQuadBezOP mit r = 5,
Verteilungsänderung durch Anwendung erweiterter Nachbarschaft, sichtbare
Glättung der Krümmungswerte in schwach konkaven bzw. schwach konvexen
Bereichen
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Untersuchungen, inwieweit sich die Orientierungsfelder zur Generierung von Schraf-
furlinien eigenen, sind durch die Gegenüberstellungen verschiedener Ausrichtung-
beschreibungen möglich. So sind nun Vergleiche von Hauptkrümmungsrichtungen
und geglätteter Orientierungen nach [Hertzmann und Zorin, 2000] durchführbar
(Abb. 5.4).

Anhand der in Abb. 5.4 gezeigten Orientierungsfelder sind dann qualitative
Analysen der zu erwartenden Schraffurmuster möglich. Weitere Abbildungen von
Orientierungsfeldern befinden sich im Anhang der Arbeit.
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(a)

(b)

Abbildung 5.4: Orientierungsfelder auf einer Muskeloberfläche (a) nicht geglättetes Orientie-
rungsfeld entlang der approximierten Hauptkrümmungsrichtungen (b) geglätte-
tes Orientierungsfeld nach [Hertzmann und Zorin, 2000]
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5.1.2 Untersuchung globaler Eigenschaften

Die Untersuchung der Charakteristika anhand von Histogrammen kann zur Analyse
globaler Eigenschaften anhand der beschriebenen Verteilung dienen. Aussagen
sind dann einerseits bzgl. skalarer Verteilungseigenschaften wie z.B. Durchschnitt,
Varianz oder auftretender Minima und Maxima möglich. Andererseits kann
aber auch die qualitative Untersuchung der Verteilung von Krümmungswerten
zur Bewertung dieser Größen genutzt werden. Ziel einer solchen Analyse kann
zum einen die Bewertung der Korrektheit von Krümmungsgrößen anhand der
Abweichung der Verteilung von der erwarteten Verteilung sein. Andererseits
ermöglicht diese Art der Untersuchung aber auch den Vergleich von tatsächlich
auftretenden und angenommenen Verteilungseigenschaften, wobei das Ergebnis die
Angabe einer Referenzverteilung ist. Eine solche Referenzverteilung kann dann
zur Klassifizierung von Oberflächenmodellen dienen, d.h. die Charakterisierung
von Oberflächenmodellen aufgrund von globalen Verteilungseigenschaften der
Krümmungsgrößen.

Für die in Abb. 5.5 dargestellten Oberflächenbeschreibungen von Muskeln sind
trotz des vorhandenen Tesselierungsunterschiedes, d.h. unterschiedliche Anzahl von
Dreiecken, die folgenden Gemeinsamkeiten erkennbar:

• ein großer schwach konkaver und ein großer schwach konvexer Bereiche

• ein stark zylindrischer konvexer Bereich, der Rand

(a) (b)

Abbildung 5.5: Verwendete Muskeldaten (a) 1600 Punkte (b) 5000 Punkte je Muskel, da
beide Strukturen ähnliche globale Eigenschaften besitzen, ist die Analyse dieser
Eigenschaften auch für Datensätze mit zwei Modellen durchführbar

Diese beiden Annahmen können zur Beschreibung einer zu erwartenden Verteilung
von Hauptkrümmungswerten innerhalb eines κ1, κ2-Histogramms verwendet wer-
den. Hierbei soll κ1 < κ2 gelten. Für schwach konkave Bereiche kann dann ein
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kleiner positiver κ1 angenommen werden, wobei κ2 > 0 ist. In schwach konvexen
Gebieten hingegen tritt ein negativer aber kleiner Absolutwert von κ2 auf, wobei
κ1 < 0 gilt. Für stark zylindrische konvexe Punkte gilt weiterhin, dass κ2 ≈ 0 und
κ2 << 0. Aufgrund dieser Annahmen bzgl. der Hauptkrümmungswerte ist dann die
Beschreibung einer zu erwartenden Verteilung möglich (Abb. 5.6).

��

��

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 5.6: Verteilungsbeschreibung, (κ1,κ2) Histogramm auf Muskeloberfläche für verschie-
dene Oberflächenbeschreibungen derselben Struktur (a) erwartete Verteilung,
Kennzeichnung der Regionen für schwach konkav und konvexe Bereich durch
dunkle Einfärbung, Kennzeichnung stark kovexer zylindrischer Bereiche durch
hellgrau, (b) Verteilung für Muskelmodell (5000 Punkte), Verteilung Muskelm-
odell (1500 Punkte) (c) ParametricOP r = 1, (c) BiQuadBezOP, r = 3, Annäh-
rung an erwaretete Verteilung bei Verwendung erweiterter Nachbarschaft
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Weiterhin kann aufgrund der Annahmen und tatsächlichen vorhandenen Verteilung
der Hauptkrümmungswerte noch auf Identifikation der stark konvexen zylindrischen
Punkte durch hohe κ2 Werte geschlossen werden. Dies bestätigt die in Abb. 5.7
gezeigte Farbabbildung von κ2.

(a) (b)

Abbildung 5.7: Muskeloberfläche Krümmungsapproximation durch quadratisches Fläche topo-
logischer Radius 1 (a) und Radius 2 (b) Kennzeichnung von Punkten mit
(−3 ≤ κ2 ≤ −0.2)

Ein weiteres Beispiel zur Ermittlung bzw. Überprüfung von globaler Eigenschaften
anhand der auftretenden Krümmungsverteilung wird in Abb. 5.8(a) gezeigt. Die
konvexe zylindrische Struktur lässt eine Verteilung der Krümmungswerte nahe
der negativen κ2-Achse vermuten. Eine solche Verteilung tritt aber erst bei der
Anwendung eines Verfahrens mit erweiterter topologischer Nachbarschaft auf (Abb.
5.8(d)).

Grund für die Abweichung der Verteilung von Krümmungswerten, die mit Hilfe
einer star(Pi) Nachbarschaft erzeugt wurden, ist die unregelmäßige Gitterstruktur,
d.h. großen Unterschiede bzgl. des Flächeninhaltes benachbarter Dreiecke, in Ver-
bindung mit relativ stark variierenden Normalen innerhalb der kleinen Dreiecke.
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 5.8: Verteilung erwaretete globale zylindrische Struktur, (a) Gefäßbaum mit konve-
xer zylindrischer Oberfläche, (b) Beschreibung der unregelmäßigen Gitterstruk-
tur, (c) κ1, κ2-Histogramm für ParametricOP mit topologischem Radius r = 1,
(d) κ1, κ2-Histogramm für QuadraticOP mit topologischem Radius r = 2 mit
erwarteter Verteilung
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5.2 Auswertung der durchgeführten

Untersuchungen

Für die durchgeführte Untersuchung der vorhandenen Verfahren mit dem Ziel Aus-
sagen bzgl. deren Anwendbarkeit zu treffen, wurden die in Tab. 5.1 aufgeführten
Oberflächenbeschreibungen untersucht. Diese unterscheiden sich z.B. durch die An-
zahl auftretender degenerierte Punkte oder der Möglichkeit globale Krümmungs-
eigenschaften zu formulieren. Bei der daran anschließenden Auswertung konnten
eine Reihe der auftretenden Unterschiede mit Hilfe der entwickelten Werkzeuge
analysiert werden.

Modell Anzahl von degenerierte
Punkten Punkte

Carotis 1408 0
Sternomastoides 10066 5

Schädel 82714 157
Gefäßbaum 154624 0

Tabelle 5.1: Charkterisierung der Daten auf denen Krümmung bestimmt wurde

In Tab. 5.2 werden die benötigten Berechnungszeiten auf den Modellen für die
jeweiligen Verfahren aufgeführt.

Schädel Muskel Carotis Gefäßbaum
NormalOP 11,8 1,4 0,2 22,0
TaubinOP 8,0 0,9 0,1 15,2
QuadraticOP 11,7 1,3 0,2 22,2
CubicOP 21,2 2,5 0,3 40,3
ParametricOP 15,4 1,8 0,3 29,0
MaubeugeOP 16,6 1,9 0,3 32,7
BiQuadBezOP 26,7 3,2 0,4 49,2

QuadraticOP 73,5 9,2 1,2 123,6
CubicOP 99,9 12,3 1,6 164,1
BiQuadBezOP 313,9 41,2 4,8 497,8

Tabelle 5.2: benötigte Zeit in Sek. zur Krümmungsapproximation auf allen Punkten des ent-
sprecheden Modells, im unteren Teil werden Zeiten für die Krümmungsbestimmung
einer erweiterten Nachbarschaft, d.h. topologischer Radius r = 3, angegeben

Die unterschiedlichen Berechnungszeiten resultieren aus den notwendigen Parame-
trisierungen und den zu lösenden Gleichungssystemen bei der Anwendung der ein-
zelnen Verfahren. So ist eine Ursache für die kurzen Zeiten des TaubinOP dessen
Anwendung ohne das Lösen von Gleichungssystemen. Anhand der Werte in Tab. 5.2
kann als Ursache für die benötigten Zeiten die Komplexität der zu lösenden Glei-
chungssystem angenommen werden. So sind zur Krümmungsapproximation durch
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Bezierflächen Gleichungssysteme für die Parametrisierung und Passflächenerzeu-
gung zu lösen, woraus dann die langen Zeiten resultieren.

Die Anwendung der Krümmungsoperatoren für Nachbarschaften mit topologi-
schem Radius r = 1 liefert im Vergleich zu den Zeiten für erweiterte Nachbar-
schaften schnell die gesuchten Ergebnisse. Innerhalb der Datensätz wurden nicht-
parametriserbare Umgebungen festgestellt (Abb. 5.9).

Abbildung 5.9: Beispiel einer Umgebung innerhalb des Schädelmodells mit topologischem
Radius r = 2, die durch die zur Verfügung stehenden Verfahren, d.h. Projektion
oder Abbildung nach [Eck et al., 1995], nicht parametrisierbar ist, da nhd(Pi)
durch 2 Randkurven begrenzt wird

Bei der lokalen Untersuchung der Verfahren wurden unter anderem starke
Abweichungen des CubicOP von Werten anderer Verfahren festgestellt. Hierfür ist
das Auftreten von Normalen mit negativen z-Komponenten schon innerhalb der
star Nachbarschaften verantwortlich.

Auch unter der Bedingung, dass die Normalen in lokalen Koordinaten eine
positive z-Komponente besitzen, ist die Erzeugung einer geeigneten Passfläche
zur Abschätzung der Krümmungswerte an einem Gitterpunkt nicht immer
möglich (Abb. 5.10). Hier kann es aufgrund kleiner positiver z-Komponenten zu
unerwarteten Ergebnissen kommen, da diese Normalenkomponenten den Verlauf
der erzeugten Fläche stark beeinflussen. Somit muss beim Einsatz des CubicOP
dessen sensitives Verhalten in Bereichen mit stark variierenden Normalen beachtet
werden.

Anhand der Hauptkrümmungswerte bzw. der Gauß’schen Krümmung ist die Umge-
bung eines Punktes als hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch charakterisierbar.
Beim Vergleich dieser geometrischen Eigenschaft eines Punktes, durch die Unter-
suchung der entsprechenden Krümmungsgrößen wurden für einige Punkte Unter-
schiede festgestellt (Abb. 5.11). So kann durch die Erzeugung von quadratischen
Passflächen anhand eines Least Square Verfahrens eine starke Abweichung von einer
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(a) (b)

Abbildung 5.10: Beschreibung der Sensitivität der Approximation von Krümmungsinformation
durch Vergleich von quadratischer und kubischer, d.h. normalenabghängiger,
Passfläche nach [Goldfeather, 2001], wobei die innerhalb der Parametri-
sierung (topologischer Radius r = 2) verwendeten Normalen keine negative
z-Komponente bzgl. lokaler Koordinaten besitzen, (a) quadratische Passfläche
(b) Passfläche mit Beachtung der Normalen

erwarteten Umgebungsbeschreibung auftreten. In diesem Fall wird der quadratische
Abstand zwischen tatsächlichen Punkten und entsprechenden Punkten auf der Pass-
fläche zwar minimiert, aber die erzeugte Fläche und damit die Krümmungswerte
entsprechen nicht den angenommenen Werten.

Für den in Abb. 5.11 gezeigten Punkt lieferten die Curve Fitting Verfahren die
erwarteten Hauptkrümmungswerte, d.h. der Punkt wurde als elliptisch erkannt.

Weiterhin konnte durch einen Vergleich von Krümmungswerten festgestellt werden,
dass im Fall von unterbestimmten Gleichungssytemen zur Lösung eines Least
Squares Verfahrens ebenfalls eine Abweichung der Ergebnisse von den zu
erwartetenden Krümmungswerten auftreten kann (Abb. 5.12).

Für die in Abb. 5.12(a) beschriebene Umgebung stimmen die Werte der Curve
Fitting Verfahren sowie die Ergebnisse einer Krümmungsbestimmung durch
quadratischer bzw. kubischer Passfläche mit den erwarteten Krümmungswerten
überein, d.h. anhand der Hauptkrümmungswerte wird ein schwach elliptischer
Punkt beschrieben.

Weiterhin gilt für die Verfahren, die eine projektive Parametrisierung zur Ermitt-
lung der Krümmungsinformation verwenden, dass korrekte topologischen Abbildun-
gen, zur Generierung der Passflächen bzw. Abschätzung der Normalenkrümmung,
auf den verwendeten Oberflächen nicht garantiert werden kann. Diese Punktumge-
bungen sind unter anderem durch große Unterschiede zwischen den auftretenden
Normalen gekennzeichnet (Abb. 5.13).
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.11: Vergleich der bestimmten fitting Geometrien für einen scheinbar elliptischen
Punkt, (a) Punkt gekennzeichneten Nachbarknoten sowie der Angabe der
verwendeten hier topologisch korrekten projektiven Parametrisierung (b)
erzeugte quadratische Passfläche, die hyperbolischen Charakter besitzt κ1 =
1209.0, κ2 = −60.2 (c) Bestimmung einer parametrischen Passfläche nach
[Rössl et al., 2000b] mit elliptischem Charakter κ1 = 3.81, κ2 = 2.02

In Tab. 5.3 werden die festgestellten Vor- und Nachteile der umgesetzten Verfahren
zusammengefasst. Hierbei bezeichnet pmin die erforderliche Anzahl von Punkten
innerhalb nhd(Pi) um eine eindeutige Krümmungsapproximation durch dass
Verfahren zu garantieren.

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass bei der Bestimmung von Krümmungsin-
formation, die Auswahl eines Verfahrens in Abhängigkeit von der Anzahl der Punk-
te innerhalb von nhd(Pi) sowie von topologischen Eigenschaften der verwendeten
Parametrisierung getroffen werden sollte. Im Fall der Verwendung einer topolo-
gisch nicht korrekten Parametrisierung waren Abweichungen von zu erwartenden
Krümmungswerten festzustellen. Weiterhin ist die Eindeutigkeit einer Krümmungs-
information abhängig von der zur Verfügung stehenden Information bzgl. des be-
schriebenen Oberflächenverlaufs durch nhd(Pi). So ist im Fall von unterbestimmten
Gleichungsystemen für eine Krümmungsapproximation durch die Erzeugung einer
biquadratischen Bezierfläche die ermittelte Krümmungsinformation zu überprüfen.
Für unterbestimmte Gleichungsysteme bei der Krümmungsberechnung durch den
ParametricOP, d.h. nach [Rössl et al., 2000b], konnten vergleichbare Abweichun-
gen von Erwartungswerten nicht festgestellt werden.
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Approximations- pmin Beurteilung
verfahren
NormalOP 3 +schnelles Verfahren

− * Verwendung projektiver Parametrisie-
rung, d.h. Überprüfung topologischer korrek-
ter Parametrisierung, zur Garantie guter Ap-
proximationswerte

TaubinOP 3 +schnellstes Verfahren
+keine Lösung von Gleichungssystemen er-
forderlich
−wie *

QuadraticOP 3 +schnelles Verfahren
+Verwendung erweiterter Nachbarschaften
−wie *

CubicOP 3 −eingeschränkte Anwendung zur Untersu-
chung erweiterter Nachbarschaften
−wie *

ParametricOP 5 +schnelles Verfahren
+gute Ergebnisse innerhalb der star-
Nachbarschaft, da immer eine topologie-
erhaltende Parametrisierung verwendet
wird

MaubeugeOP 3 +Bestimmung skalarer Krümmungswerte oh-
ne Erzeugung einer projektiven Parametrisie-
rung
−Abschätzung der Hauptkrümmungsrich-
tungen wie *

BezierQuadOp 9 −rechenaufwendiges Verfahren, da sowohl
zur Parametriserung und Bestimmung der
Kontrollpunkte i.a. ein überbestimmtes Glei-
chungssystem zu lösen ist
+Anwendung topologieerhaltender Parame-
trisierung
+sehr flexibel bei der Beschreibung der Um-
gebung, da 27 Koeffizienten zur Bestimmung
der Passfläche bestimmt werden

Tabelle 5.3: Beurteilung der umgesetzten Approximationsverfahren



5.2 Auswertung der durchgeführten Untersuchungen 77

(a) (b)

Abbildung 5.12: Berechnung einer Passfläche durch unterbestimmtes Gleichungssystem, Bezier-
methode benötigt 9 Punkte zur eindeutigen Lösungsbestimmung, (a) Punk-
tumgebung mit 4 Nachbarn, (b) ermittelte biquadratische Passfläche, mit
κ1 = 0.15, κ2 = −0.43, d.h. Annahme einer hyperbolischen Umgebung im
Gegensatz einer erwarteten elliptischen bzw. schwach zylindrischen Umgebung
des Punktes

So ist eine geeignete Bestimmung von Krümmungsinformation für star(Pi) mit
weniger als 5 Punkten und topologisch-korrekter projektiver Parametrisierung unter
anderem durch Curve Fitting möglich. Bei der Berechnung von Krümmungsgrößen
durch eine quadratische bzw. kubische Passfläche, ist die Erzeugung nicht
geeigneter Passflächen zu beachten. Einerseits können Normalen mit negativen
z-Komponenten in lokalen Koordinaten, trotz topologisch korrekter projektiver
Parametrisierung auftreten. Andererseits ist eine geeignete Beschreibung der
Umgebung eines Oberflächenpunktes durch die Erzeugung einer quadratischen
Passflächen in Einzelfällen nicht möglich. Eine Krümmungsberechnung für diese
Umgebungen, d.h. star(Pi) mit weniger als 5 Punkten, entspricht dann i.a. der
Suche nach einer eindeutig bestimmbaren Lösung eines Least Squares Problems.
Kann diese projektive Parametrisierung nicht erzeugt werden, sind die skalaren
Krümmungsgrößen durch den MaubeugeOP berechenbar (Tab. 5.3).

Für 5 und mehr Punkte innerhalb von star(Pi) sollte der ParametricOP verwendet
werden, da jetzt die Verwendung einer korrekten topologischen Parametrisierung
und die Eindeutigkeit der Passflächebeschreibung garantiert ist. Dieser Operator
ist i.a. auch für star(Pi) Umgebungen mit weniger als 5 Punkten geeignet.

Die Krümmungsbestimmung für erweiterte Nachbarschaften mit korrekter projek-
tiver Parametrisierung kann durch den QuadraticOP erfolgen. Dieser liefert schnell
die gesuchte Krümmunginformation. Der Einsatz des BezierQuadOp hingegen ist
rechenaufwendiger, dafür wird eine topologisch korrekte Parametrisierung zur Er-
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Abbildung 5.13: Approximationsverhalten der Passflächen für einen Punkt Pi auf dem
Schädelmodell mit erweiterter Umgebungen (a) , nhd(Pi) mit topologischem
Radius r = 2, (b) quadratische Passfläche (κ1 = 0.1, κ2 = −0.3), (c)
biquadratische Bezierfläche (κ1 = 0.4, κ2 = −0.8), (d) topologisch inkorrekte
projektive Parametrisierung, (e) topologisch korrekte Parametrisierung nach
[Eck et al., 1995], bessere Beschreibung der hyperbolischen Umgebung anhand
der Hauptkrümmungswerte von BiQuadBezOP

zeugung der Passfläche garantiert. Weiterhin liefert dieser Operator Krümmungs-
information, die anhand eines flexibleren Modells der Oberfläche bestimmt wird.
Die zur Verfügung stehenden Datensätze enthalten komplexe und einfache Oberflä-
chen. Komplexe Oberflächen enthalten im Gegensatz zu einfachen Geometrien eine
Vielzahl Punkten mit ausgeprägter hyperbolischer, parabolischer und elliptischer
Umgebung (Abb. 2.3), z.B. Schädel oder Carotis. Diese Modelle sind unter an-
derem durch das Auftreten von Spitzen, Furchen und Kanten gekennzeichnet. Zur
Krümmungsapproximation auf komplexen Modellen haben sich Verfahren mit topo-
logierhaltender Parametrisierung bewährt, d.h. die Abweichung von zu erwartenden
Krümmungswerten war geringer als im Vergleich zu Verfahren die eine projektive
Parametrisierung verwenden.

Für einfache Strukturen, z.B. Gefäßbaum und Muskeln, hingegen konnten durch
Verfahren mit projektiver Parametrisierung geeignete Krümmungswerte ermittelt
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werden. Für diese Modelle ist also die Anwendung dieser schnelleren Verfahren
möglich.

Eine Vorverarbeitung zur effizienten Berechnung geeigneter Krümmungsinformati-
on, kann durch eine Überprüfung der verfahrensabhängigen Vorraussetzungen an
einem Punkt Pi erreicht werden. Dies entspricht einer Untersuchung der Punktum-
gebungen im Hinblick auf die Anwendbarkeit des Verfahren, d.h. ob eine topologisch
korrekte Parametrisierung möglich ist oder aber inwieweit sich die Krümmungsin-
formationen verschiedener Verfahren unterscheiden. Auch durch die vorherige Be-
rechnung von Nachbarschaftsbeschreibungen nhd(Pi) ist eine effizientere Anwen-
dung der Verfahren möglich. Hierzu wäre eine geeignete Datenstruktur oder die
Definition eines Dateiformats erforderlich, um schnelle Zugriffe auf die ermittelte
Information, wie z.B. Topologie, Parametrisierung, usw., zu garantieren.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Innerhalb diese Kapitels werden die wichtigsten Ergebnisse nochmals zusammen-
gefasst und Anregungen für die Weiterentwicklung der umgesetzten Verfahren und
Analysetechniken gegeben.

6.1 Fazit

Zielstellung der Arbeit war die Untersuchung verschiedener Methoden zur Appro-
ximation von Krümmungsinformation im Hinblick auf deren Anwendbarkeit für
klinische Datensätze, für die im Gegensatz zu klassischen Modellen aus der Geome-
trie keine quantitativen sondern nur qualitative Krümmungseigenschaften vorlie-
gen. Motivation für eine Krümmungsapproximation war einerseits die Möglichkeit,
mit dieser Information die Umsetzung krümmungsbasierter illustrativer Techniken
zu unterstützen, sowie die Anwendung krümmungsabhängiger Modellierungs- und
Analyseverfahren. Andererseits kann durch die Anwendung unterschiedlicher Ver-
fahren zur Krümmungsapproximation auch eine Überprüfung qualitativer Aussagen
bzgl. zu erwartender Krümmungseigenschaften anhand von quantitativer Krüm-
mungsinformation erfolgen. Voraussetzung für diese Anwendungen ist die Bestim-
mung von Krümmungsinformation.

Innerhalb dieser Arbeit wurden Verfahren zur Krümmungsapproximation auf kli-
nischen Daten getestet und analysiert. Zur Bewertung dieser Verfahren auf nicht-
analytischen Modellen wurden unter anderem zu überprüfende Eigenschaften vor-
gestellt. Es wurden sieben Verfahren zur Krümmungsapproximation, ein Verfahren
zur Glättung von Orientierungsfeldern und eine Reihe von Analysetechniken in
eine bestehende Entwicklungsumgebung integriert. Die umgesetzten Verfahren zur
Krümmungsapproximation wurden auf realen klinischen Daten getestet, stabile und
schnelle Krümmungsberechnungen auf einfachen und komplexen Oberflächen kön-
nen jetzt durchgeführt werden. Die bereits durchgeführte Analyse der ermittelten
Krümmungswerte hat gezeigt, dass sich die Verfahren unterschiedlich gut zur Be-
stimmung von Krümmungsinformation auf diesen Daten eigenen. Hierbei werden
dann erste Empfehlungen für die zu verwendenden Berechnungsverfahren auf klini-
schen Daten gegeben. Diese Empfehlungen sind das Ergebnis einer Untersuchung
lokaler Eigenschaften, d.h. welche Bedingungen müssen an einem Punkt erfüllt sein,
damit durch ein Verfahren eine geeignete Krümmungsapproximation garantiert wer-
den kann. Zur Beurteilung wurden die entwickelten Werkzeuge zur Analyse von ap-
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proximierter Krümmungsinformation genutzt. Weiterhin können die entwickelten
Analysetechniken zur Überprüfung qualitativer Aussagen bzgl. der Krümmungsei-
genschaften genutzt werden. Dies wurde an einigen Beispielen demonstriert. Die
jetzt anwendbaren Routinen bilden sowohl die Grundlage für die Durchführung
weiterer Untersuchungen bzgl. der Güte approximierter Krümmungsgrößen und zur
Umsetzung krümmungsbasierter Illustrations-, Analyse- und Modellierungsverfah-
reen, z.B. die Erzeugung von Schraffurlinien, anisotropes Glätten von Oberflächen-
beschreibungen usw..

6.2 Ausblick

Eine mögliche Verbesserung zur Bewertung besteht in der Umsetzung von weiteren
Techniken zur Unterstützung der lokalen Analyse. Hierdurch könnte eine effizientere
Beurteilung der Krümmungswerte erreicht werden. Für eine lokale Analyse wären
somit Navigationshilfen zur Lokalisation von zu untersuchenden Krümmungswerten
zu entwickeln, um die Suche innerhalb eines Modells nach Punkten mit krümmungs-
relevanten Eigenschaften zu beschleunigen. Durch die Anwendung von Selektions-
techniken zur Beschreibung einer Menge von Punkten innerhalb eines 1D- oder
2D-Histogramms wäre eine effektive Kennzeichnung von Punkten mit ähnlichen
Verteilungseigenschaften möglich. Durch Selektionstechniken für Punktmengen in-
nerhalb von 3D-Szenen ist unter anderem eine effiziente Beschreibung einer Menge
von Punkten mit erwarteten gleichen geometrischen Eigenschaften möglich.

Zur Beschleunigung der lokalen Analyse geometrischer Eigenschaften eines Punktes
wäre die automatische Transformation der entsprechenden Vergleichsgeometrie in
die Nähe des zu untersuchenden Punktes hilfreich.

Eine Erweiterung der Analysetechniken wäre aber auch durch die Umsetzung neuer
Verfahren zur Beurteilung von Krümmungsinformation denkbar. Hierfür wäre unter
anderem die Definition von weiteren zu überprüfenden ergebnis- und verfahrensab-
hängigen Eigenschaften. So könnten durch Beurteilungen der Krümmungsverfahren
bzgl. der zugrundeliegenden Gitterstruktur, eine Begriffssystem entwickelt werden,
um die auftretenden Gitterstrukturen zu unterscheiden. Krümmungsverfahren sind
auch zur Erzeugung von Flächen einsetzbar, somit ist zu untersuchen, ob sich 2-
manigfaltige Umgebungen für degenrierte Bereiche der Oberfläche aufgrund der er-
mittelten Krümmungsinformation angrenzender Punkte konstruieren lassen. Eine
andere Variante 2-manigfaltigen Punktumgebungen zu garantieren, ist die Entwick-
lung eines Verfahrens zur Oberflächengenerierung, das keine degenerierten Punk-
te zulässt. Die Untersuchung der verfahrensabhängigen Eigenschaften hat gezeigt,
dass mit den vorhandenen Verfahren nicht alle Umgebungen parametrisierbar sind.
Durch die Umsetzung von Methoden zur Identifikation und Parametrisierung die-
ser Umgebungen könnten Krümmungsinformation auch für diese Nachbarschaften
Krümmungsgrößen berechnet werden. Auch die Beschreibung einer Umgebung mit
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geodätischer Metrik kann zur Bestimmung weiterer Krümmungsinformation ver-
wendet werden.

Da tangentiale Vektorfelder Voraussetzungen für die Generierung von Schraffurli-
nien sind, müssen Verfahren entwickelt werden die solche Felder anhand der ge-
gebenen Orientierungen an einem Punkt erzeugen. Zur quantitativen Bewertung
eines tangentialen Vektorfeldes sind dann entsprechende Vektorfeldgrößen zu be-
stimmen, die eine Beurteilung bzgl. der Eignung eines tangentialen Vektorfeldes
zur Schraffurliniengenerierung ermöglichen.

Neben der Erweiterung durch Interaktiontechniken und der Berechnungsverfahren
ist auch bei der Anwendung umgesetzter Methoden zur Krümmungsapproximation
zu entscheiden, ob ein adaptives Verfahren eine verbesserte Krümmungsbestim-
mung möglich ist, d.h. die Auswahl eines Verfahrens abhängig von charakteristi-
schen Merkmalen einer Punktumgebung.

Das Ziel der Arbeit, Krümmungsberechnung auf realen klinischen Daten durchfüh-
ren zu könnnen, sowie die Untersuchung inwieweit sich die beschriebenen Methoden
zur Krümmungsapproximation auf den Oberflächenmodellen anatomischer Struk-
turen eigenen, wurde erreicht. Weiterhin wurde im Ausblick gezeigt, dass mit Hilfe
der umgesetzten Verfahren die Entwicklung von Darstellungs- und Analysetech-
niken möglich ist, die die Untersuchung klinischer Daten entscheidend verbessern
können.
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A Bilder

Abbildung A.1: Beschreibung eines Orientierungsfeldes entlang der approximierten Hauptkrüm-
mungsrichtungen auf dem Schädelmodell
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Abbildung A.2: Beschreibung eines geglätteten Orientierungsfeldes nach [Hertzmann und
Zorin, 2000] auf dem Schädelmodell
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